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Re´sume´
Ce travail s’inte´resse a` la transition des e´coulements cisaille´s libres a` densite´ variable,
incompressibles et non-pesants. Dans ces conditions, les inhomoge´ne´ite´s de masse modifient
la dynamique rotationnelle locale par l’action du couple barocline qui agit comme un terme
source/puits de vorticite´. Ces phe´nome`nes intenses se traduisent pour les jets axisyme´triques
le´gers par une transition vers la turbulence particulie`re, avec l’apparition d’e´jections late´rales
spectaculaires. Nous pre´sentons d’abord le syste`me d’e´quations re´gissant la dynamique de ces
e´coulements. Dans un deuxie`me temps, une e´tude expe´rimentale des jets late´raux permet de
comple´ter les conclusions des travaux ante´rieurs sur le sujet. Puis, une e´tude de stabilite´ 2D
montre que les caracte´ristiques du mode primaire du jet rond sont sensibles aux effets de
densite´ et a` la forme des profils initiaux de vitesse et de masse volumique. Enfin, une analyse
de stabilite´ 3D des couches de me´lange a` densite´ variable re´ve`le que l’instabilite´ barocline
secondaire de type Kelvin-Helmholtz de´couverte par Reinaud, Joly et Chassaing (2000) est
potentiellement la plus amplifie´e au-dela` d’un contraste de densite´ critique a` grand nombre
de Reynolds et a` nombre de Schmidt infini.
Abstract
This work focuses on the transition stage of incompressible, buoyancy-free and variable-
density free-shear flows. In this case, mass variations modify the local-rotational dynamics
under the action of the baroclinic torque acting as a sink/source term in the vorticity equation.
The spectacular side jets occurring in the transition stage of round light jets are an illustration
of these intense phenomena. First, we present the equations governing the dynamics of these
flows. Secondly, an experimental study of the side jets completes the results of existing work.
Then, a 2D stability study shows that the round jet primary mode is sensitive to both the
density effects and the shape of the initial density and velocity profiles. Finally, a 3D stability
analysis reveals that the secondary baroclinic instability of Reinaud, Joly et Chassaing (2000)
is potentially the most amplified beyond a critical value of the density contrast for large
Reynolds and infinite Schmidt numbers.
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chaleur spe´cifique a` volume constant cv J.kg
−1.K−1
chaleur spe´cifique a` pression constante cp J.kg
−1.K−1
rapport des chaleurs spe´cifiques γ = cp/cv
viscosite´ dynamique µ kg.m−1.s−1
viscosite´ cine´matique ν = µ/ρ m2.s−1
diffusivite´ massique D m2.s−1
conductivite´ thermique λ J.s−1.kg−1.K−1
diffusivite´ thermique a = λ/(ρ cp) m
2.s−1
vecteur gradient ∇ m−1
divergence ∇· m−1
de´rive´e particulaire Dt = ∂t + (~u ·∇) s−1
laplacien ∆ =∇2 m−2
divergence de la vitesse d =∇ · ~u s−1
tenseur des gradients de vitesse ∇~u s−1
tenseur syme´trique des de´formations S = (∇~u+ (∇~u)t)/2 s−1
dissipation me´canique φ = 2µ tr(SS)− 23µ d2 N.m−2.s−1
vorticite´ ~ω =∇× ~u s−1
acce´le´ration de la pesanteur ~g m.s−2
flux de chaleur ~q = −λ∇T J.m−2
vii
e´chelle caracte´ristique de longueur l0 m
e´chelle caracte´ristique de vitesse u0 m.s
−1
vitesse du son a0 m.s
−1
e´chelle caracte´ristique de densite´ ρ0 kg.m
−3
e´chelle caracte´ristique des variations de densite´ ∆ρ kg.m−3
e´chelle caracte´ristique de tempe´rature T0 K
e´chelle caracte´ristique des variations de tempe´rature ∆T K
nombre de Reynolds Re = u0l0ρ0/µ
nombre de Mach M0 = u0/a0
contraste de densite´ Cρ = ∆ρ/ρ0
nombre de Froude Fr = u20/gl0Cρ
nombre d’Eckert Ec = u20/cpT0
contraste thermique Cθ = ∆T/T0
nombre de Prandtl Pr = µcp/λ
nombre de Schmidt Sc = µ/ρ0D
diame`tre de la buse D m
nombre de Reynolds global du jet Re = UjetD/νjet
rapport de densite´ du jet S = ρjet/ρ∞
rayon du jet R m
e´paisseur de la couche de cisaillement du jet θ m
e´paisseur du gradient de densite´ du jet θρ m
rapport d’e´paisseur ǫ = θ/θρ
de´calage du point d’inflexion du profil de densite´ r0 m
saut de vitesse a` travers la couche de cisaillement du jet ∆U m.s−1
nombre d’onde longitudinal α m−1
pe´riode longitudinale λx = 2π/α m
nombre d’onde late´ral k m−1
exposant de Floquet µ m−1
taux de croissance temporel σr s
−1
fre´quence temporelle ω s−1
parame`tre de mapping H m
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Les e´coulements industriels pre´sentent de nombreuses configurations de me´langeurs ou in-
jecteurs impliquant de manie`re re´currente des e´coulements cisaille´s (jets, couches de me´lange,
sillages ...). Dans certains cas, ces e´coulements se de´veloppent en pre´sence d’une inhomoge´ne´ite´
de masse volumique qui peut eˆtre d’origine thermique, provenir des effets de compressibilite´
ou bien re´sulter du me´lange entre des fluides de densite´s diffe´rentes. Cette inhomoge´ne´ite´
introduit alors des diffe´rentiels d’inertie dans l’e´coulement, entraˆınant une modification de la
dynamique locale, et plus particulie`rement de la dynamique rotationnelle. La compre´hension
des me´canismes physiques en jeux dans ces e´coulements prototypes pre´sente donc un inte´reˆt
pour de possibles applications d’optimisation du taux de me´lange ou d’entraˆınement et de
controˆle des e´coulements. Cette the`se s’inscrit dans le cadre plus particulier de l’e´tude des
effets d’inertie dans les e´coulements incompressibles a` masse volumique variable, pre´cise´ no-
tamment par Laurent Joly (Joly, 2002). Elle a e´te´ mene´e au De´partement Me´canique des
Fluides de l’E´cole Nationale Supe´rieure de Constructions Ae´ronautiques (ENSICA).
Parmi ces e´coulements prototypaux, les jets axisyme´triques le´gers pre´sentent un me´canisme
spe´cifique de transition vers la turbulence. En effet, pour un nombre de Reynolds correspon-
dant a` un jet laminaire a` l’e´mission, il existe un rapport de densite´ S = ρjet/ρ∞ en-dec¸a`
duquel, les jets cylindriques pre´sentent une expansion violente et une transition rapide vers la
turbulence provoque´es par l’apparition de jets late´raux. Ce phe´nome`ne a e´te´ de´crit par Mon-
kewitz et Bechert (1988); Monkewitz et al. (1989, 1990); Monkewitz et Pfizenmaier (1991);
Hermouche (1996) (voir figure 1.1). Ces jets late´raux re´sultent d’une instabilite´ tridimension-
nelle secondaire de la couche de cisaillement du jet dont les caracte´ristiques sont suffisamment
modifie´es par les effets de densite´ pour provoquer ces phe´nome`nes spectaculaires. L’objet de ce
travail est de poursuivre l’e´tude des effets d’inertie sur la zone de transition des e´coulements
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Figure 1.1: Visualisations strioscopiques : (a) jet de me´lange air-he´lium pour Re = 1000 d’apre`s Hermouche
(1996). (b) jet d’air chauffe´ pour S = 0.47 et Re = 10000 d’apre`s Monkewitz et Bechert (1988).
cisaille´s libres et plus particulie`rement celle des jets ronds a` densite´ variable dans laquelle
naissent ces jets late´raux.
1.1 Le jet homoge`ne
Le jet naˆıt de l’e´mergence d’un e´coulement a` travers une ouverture (buse) dans un fluide
ambiant ge´ne´ralement au repos. L’e´volution de la dynamique de l’e´coulement permet de
de´couper le jet en deux re´gions successives appele´es zone de transition et zone pleinement
turbulente, Yule (1978). L’attention est porte´e ici sur la zone de transition dans laquelle la
dynamique est domine´e par la pre´sence de structures cohe´rentes en forme d’anneaux tour-
billonnaires, Becker et Massaro (1968), re´sultant de l’instabilite´ de Kelvin-Helmholtz de la
couche de cisaillement du jet. Cette instabilite´ non-visqueuse est lie´e a` la pre´sence d’un point
d’inflexion sur le profil de vitesse, Drazin et Reid (1981). Le me´canisme de l’instabilite´ du
jet est analogue a` celui pre´sente´ par Batchelor (1967) pour les couches de me´lange planes.
Ces anneaux tourbillonnaires constituent l’instabilite´ primaire bidimensionnelle du jet rond
dont les caracte´ristiques ont e´te´ e´tudie´es the´oriquement par une analyse de stabilite´ line´aire
(Batchelor et Gill, 1962; Morris, 1976; Michalke, 1984).
La taille des anneaux augmente au fur et a` mesure qu’ils sont advecte´s vers l’aval. Leur
interaction mutuelle les ame`ne a` fusionner plusieurs fois comme dans les couches de me´langes
planes, Winant et Browand (1974). L’appariement constitue une instabilite´ bidimensionnelle
secondaire qui conduit a` un doublement de la longueur d’onde (mode sous-harmonique) et a`
une augmentation de la taille des anneaux (voir figure 1.2).
La re´ponse de l’alle´e d’anneaux tourbillonnaires issue de l’instabilite´ de Kelvin-Helmholtz
vis-a`-vis de perturbations tridimensionnelles a e´te´ e´tudie´e par Martin et Meiburg (1991) avec
des simulations non-visqueuses par me´thode vortex et par Brancher, Chomaz et Huerre (1994)
ou Brancher (1996), au moyen de simulations nume´riques par me´thodes spectrales. Le jet est
sensible a` ces perturbations qui conduisent a` la tridimensionnalisation de l’e´coulement. Celle-ci
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Figure 1.2: Sche´matisation du de´veloppement spatial du jet axisyme´trique homoge`ne d’apre`s Brancher
(1996).
est caracte´rise´e par l’apparition de structures dipolaires longitudinales dans la nappe tour-
billonnaire situe´e entre deux anneaux primaires successifs (appele´e aussi tresse ou braid dans
la litte´rature anglo-saxonne). Ces tourbillons, observe´s expe´rimentalement par Yule (1978);
Liepmann (1991); Liepmann et Gharib (1992), s’enroulent autour des anneaux primaires
amont et aval provoquant ainsi une ondulation de leur cœur. Cette de´formation azimutale est
apparente´e a` l’instabilite´ translative de Pierrehumbert et Widnall (1982). Dans la re´gion de
tresse, le champ d’e´tirement, induit par les enroulements successifs de la couche de cisaille-
ment, est responsable de l’apparition et de l’e´volution des dipoˆles longitudinaux. Pendant
la phase de croissance des anneaux primaires, la vorticite´ azimutale contenue dans la tresse
se re´oriente dans la direction longitudinale. Ce phe´nome`ne, de´ja` identifie´ dans les couches
de me´lange planes par Lasheras, Cho et Maxworthy (1986) et par Lasheras et Choi (1988),
est explique´ simplement par des me´canismes d’induction tourbillonnaire, voir chapitre 3 de
Brancher (1996). Les feuillets de vorticite´ longitudinale sont ensuite intensifie´s sous l’ac-
tion du champ d’e´tirement et se concentrent en paires de tourbillons contra-rotatifs via un
me´canisme analogue a` celui e´tudie´ par Corcos et Lin (1984), Lin et Corcos (1984), Rogers et
Moser (1992) dans les couches de me´lange planes. A ce stade, la structure de l’e´coulement
pre´sente´e sche´matiquement a` la figure 1.3 engendre, par induction tourbillonnaire, des champs
de vitesse radiale responsables de l’e´jection de fluide vers l’exte´rieur. Ces e´jections late´rales
ne conduisent pas ne´cessairement a` la ge´ne´ration d’un jet secondaire, discernable du jet prin-
cipal, et ne provoquent pas non plus un e´vasement spectaculaire du jet, voir le chapitre 1 de
Brancher (1996). Elles constituent en quelque sorte les pre´mices des jets late´raux rencontre´s
dans les jets le´gers.
1.2 Le jet le´ger
Si le me´canisme physique amenant les e´jections late´rales des jets le´gers est similaire a` ce-
lui pre´sente´ pre´ce´demment dans le cas homoge`ne, les effets de densite´ modifient notablement
les caracte´ristiques des instabilite´s du jet pour intensifier les jets late´raux. En effet, lorsque
le jet est suffisamment le´ger, l’instabilite´ primaire de Kelvin-Helmholtz change de nature
et l’e´coulement devient absolument instable, Monkewitz et Sohn (1986, 1988); Sreenivasan,
Raghu et Kyle (1989); Monkewitz et al. (1990); Raghu et Monkewitz (1991); Kyle et Sreeni-
vasan (1993); Hermouche (1996). La nature convective-absolue d’un e´coulement instable est
lie´e a` sa re´ponse impulsionnelle c’est-a`-dire au de´veloppement d’une perturbation localise´e en
temps et en espace, voir figure (1.4). Ainsi, un e´coulement absolument instable se comporte
comme un oscillateur qui re´agit par une re´ponse intrinse`que propre a` toute perturbation ini-
tiale alors qu’un e´coulement convectivement instable se comporte comme un amplificateur
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Figure 1.3: Me´canisme de ge´ne´ration des jets late´raux d’apre`s Brancher (1996). Une seule paire de tour-
billons longitudinaux a e´te´ repre´sente´e par soucis de clarte´.
Figure 1.4: Sche´ma de la re´ponse impulsionnelle a` une perturbation pour un e´coulement (a) absolument
instable, (b) convectivement instable, d’apre`s Monkewitz et Sohn (1988)
large-bande des perturbations exte´rieures, Huerre et Monkewitz (1990).
Le jet absolument instable pre´sente une forte oscillation auto-entretenue correspondant a`
des anneaux de Kelvin-Helmholtz intenses et tre`s re´guliers sur une fre´quence f tre`s marque´e,
signature d’une synchronisation des pe´riodes successives de l’instabilite´ primaire. Monke-
witz et al. (1990) ont e´tudie´ expe´rimentalement la nature absolue des jets chauffe´s et ont
trouve´ deux modes absolument instables correspondant a` des nombres de Strouhal de St =
fD/Ujet = 0, 45 (Mode I) et de St = 0, 3 (Mode II) ou` Ujet et D de´signent la vitesse sur
l’axe en sortie du jet et le diame`tre de la buse. Kyle et Sreenivasan (1993) ont re´alise´ une
e´tude expe´rimentale similaire pour des jets de me´lange air-he´lium et n’ont identifie´ qu’un
seul mode oscillant correspondant au Mode II de Monkewitz et al.. Ils ont aussi conclu que
le comportement du mode absolu ne de´pend que du rapport de densite´ S et du rapport D/θ
entre le diame`tre du jet et l’e´paisseur de quantite´ de mouvement de la couche de cisaillement














L’existence de cette oscillation auto-entretenue en fonction du rapport de densite´ a d’abord e´te´
e´tudie´e par une analyse de stabilite´ spatio-temporelle qui a de´termine´ un rapport de densite´
critique de S = 0, 72, Monkewitz et Sohn (1986, 1988), puis confirme´ expe´rimentalement avec
des jets chauffe´s avec S = 0, 73, Monkewitz et al. (1990). Cependant, Sreenivasan, Raghu
et Kyle (1989) ont de´termine´ pour des jets de me´lange air-he´lium un rapport critique de
S = 0, 61, plus petit que celui issu de l’e´tude de stabilite´ line´aire. Cette diffe´rence entre
the´orie et expe´rience a e´te´ explique´e dans le cas du jet plan par l’influence de la forme et de
la position respective des profils de vitesse et de densite´ (rapport d’e´paisseurs, position des
points d’inflexion) sur la nature absolue de l’instabilite´ primaire, Raynal et al. (1996). En
effet, le point d’inflexion du profil de densite´ d’un jet de me´lange est de´cale´ vers l’exte´rieur
par rapport a` celui du profil de vitesse alors que les points d’inflexion des profils de masse
volumique et de vitesse d’un jet d’air chauffe´ sont confondus en raison de la pre´sence d’une
couche limite thermique.
Cette oscillation auto-entretenue et le haut degre´ de synchronisation des pe´riodes succes-
sives du mode primaire du jet ont e´te´ identifie´s par Monkewitz et Pfizenmaier (1991) comme
une condition ne´cessaire et suffisante a` l’apparition des jets late´raux. Lorsque l’instabilite´
primaire est absolue, en-dec¸a` du rapport de densite´ critique pour les jets le´ger, ou que la
synchronisation est obtenue par un forc¸age externe du jet homoge`ne, les jets late´raux sont
pre´sents. En effet, les paires de tourbillons longitudinaux contra-rotatifs se de´veloppant entre
les anneaux primaires sont de ce fait beaucoup plus intenses et provoquent ces e´jections spec-
taculaires. Une analyse de l’e´quation de la vorticite´ montre que ce comportement spe´cifique
des jets le´gers est intimement lie´ a` la pre´sence du couple barocline, chapitre 1 de Joly (2002).
C’est le seul terme source/puits supple´mentaire qui apparaˆıt avec l’activation des variations
de densite´ dans les e´coulements incompressibles non pesants. Il constitue donc un me´canisme
susceptible d’alte´rer de manie`re importante la dynamique rotationnelle et la transition des
e´coulements cisaille´s libres. C’est pourquoi il ne´cessite une attention toute particulie`re.
1.3 Le couple barocline
Le couple barocline agit comme une source/puits de vorticite´ dans tout e´coulement non-
barotrope, c’est a` dire a` chaque fois que les isopicnales et les isobares ne sont plus aligne´es.
Joly (2002) et Chassaing et al. (2002) pre´sentent une analyse de l’e´quation de la vorticite´
permettant de caracte´riser le couple barocline~b dans la limite d’un nombre de Reynolds infini,
comme e´tant le produit vectoriel entre un champ d’acce´le´ration et le champ des gradients de
densite´ :
~b = ~a× 1
ρ
∇ρ , (1.2)
ou` le champ d’acce´le´ration ~a peut re´sulter d’une instationnarite´ interne du champ de vitesse
ou d’un champ externe impose´ comme la gravite´ ou l’acce´le´ration du repe`re. Dans le cas
du jet le´ger, les variations de densite´ re´sultent d’un me´lange entre deux fluides de densite´s
diffe´rentes (jet de me´lange air-he´lium) ou bien d’un effet thermique (jet d’air chauffe´) et le
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Figure 1.5: Contraste de densite´ Cρ en fonction du rapport de densite´ S
champ d’acce´le´ration re´sulte des seules variations internes du champ de vitesse. Le couple
barocline est d’origine purement inertielle.
Comme tout me´canisme physique, l’intensite´ des effets de densite´ peut eˆtre repre´sente´e
par un nombre adimensionnel. Dans la litte´rature concernant les e´coulements cisaille´s libres
a` densite´ variable, c’est le rapport de densite´ entre les deux fluides du me´lange qui est ha-
bituellement utilise´, voir par exemple Strykowski et Niccum (1992). Cependant, a` partir de
l’adimensionnalisation de l’e´quation de la vorticite´, Joly (2002) a montre´ que c’est le contraste
de densite´ Cρ ∼ ∆ρ/ρ0 qui conditionne naturellement l’intensite´ du terme barocline. Ce
nombre, connu par ailleurs sous l’appellation de nombre d’Atwood, mesure la diffe´rence de
densite´ ∆ρ relative a` une valeur moyenne de re´fe´rence ρ0. Dans le cas du jet a` densite´ va-
riable, la diffe´rence de densite´ choisie est (ρjet − ρ∞)/2 et la valeur moyenne de re´fe´rence est





On peut alors aise´ment le relier au rapport de densite´ S = ρjet/ρ∞ par Cρ = (S− 1)/(S+1).
Il est a` noter que Cρ est borne´ en raison du caracte`re positif de la densite´ et qu’il varie entre
[−1; 1]. Le jet est homoge`ne pour Cρ = 0 et les valeurs ne´gatives et positives correspondent
respectivement aux jets le´gers et aux jets lourds (figure 1.5).
L’e´quivalent atmosphe´rique du couple barocline inertiel pre´sent dans les jets le´gers naˆıt de
l’acce´le´ration de la pesanteur, et il affecte la dynamique des e´coulements ge´ophysiques sous
l’approximation de Boussinesq, Turner (1973). Les caracte´ristiques de la stabilite´ bidimension-
nelle et tridimensionnelle des e´coulements cisaille´s libres en sont significativement alte´re´es. En
particulier, il change la distribution de vorticite´ des rouleaux de Kelvin-Helmholtz ce qui induit
une modification conse´quente de la stabilite´ transversale des couches de me´lange stratifie´es,
voir l’analyse de stabilite´ de Klaassen et Peltier (1985, 1991), les expe´riences de Schowalter,
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Van Atta et Lasheras (1994) et les simulations nume´riques de Cortesi, Yadigaroglu et Baner-
jee (1998). De la meˆme manie`re, le couple barocline inertiel induit une modification spe´cifique
de la dynamique rotationnelle des e´coulements cisaille´s libres puisque le terme d’acce´le´ration
est de nature diffe´rente. En effet, le champ d’acce´le´ration interne des e´coulements inertiels a`
densite´ variable pre´sente des variations en amplitude et en direction alors que l’acce´le´ration
de la pesanteur ge´ne´rant le couple barocline atmosphe´rique est unidirectionnelle et constante.
Contrairement a` son homologue atmosphe´rique, ce n’est que depuis quelques anne´es qu’un
ve´ritable effort de recherche a e´te´ entrepris pour comprendre l’influence spe´cifique du couple
barocline inertiel sur les e´coulements cisaille´s libres. Soteriou et Ghoniem (1995) ont notam-
ment interpre´te´ la production barocline inertielle dans les couches de me´lange planes par
un dipoˆle contra-rotatif centre´ sur le point selle de la tresse. Ce mode`le permet d’expliquer
simplement l’asyme´trie de l’entraˆınement en faveur du fluide le´ger et l’effet de densite´ sur
la vitesse de convection des rouleaux de Kelvin-Helmholtz. Plus re´cemment, Reinaud, Joly
et Chassaing (2000) et Reinaud (2000) ont trouve´ une instabilite´ barocline secondaire dans
les couches de me´lange planes a` de´veloppement spatial fournissant une route bidimension-
nelle vers la turbulence. Le me´canisme de´stabilisant repose sur l’amplification des oscillations
des lignes mate´rielles d’une couche de vorticite´ soumise a` un champ d’e´tirement. L’influence
particulie`re du couple barocline inertiel sur la dynamique des e´coulements cisaille´s libres par
rapport a` celle de son homologue atmosphe´rique est aussi tre`s marque´e sur le de´veloppement
des rouleaux de Kelvin-Helmholtz a` densite´ variable. En effet, les simulations nume´riques
directes de Joly (2002) mettent en e´vidence les fortes modifications du champ de vorticite´
et d’e´tirement des rouleaux de Kelvin-Helmholtz provoque´es par le couple barocline inertiel.
Le champ de vorticite´ pre´sente une forte asyme´trie avec des feuillets de vorticite´ positifs et
ne´gatifs, voir la figure 3.2, chapitre 3 de Joly (2002), alors que celui des rouleaux stratifie´s reste
syme´trique avec des valeurs de meˆme signe, voir figure 1 de Klaassen et Peltier (1989). E´tant
donne´ l’influence importante de la stratification sur la dynamique des e´coulements cisaille´s
libres ge´ophysiques, les travaux pre´ce´demment cite´s sugge`rent que la stabilite´ tridimension-
nelle des couches de me´lange planes et des jets a` densite´ variable pre´sentera e´galement des
modifications importantes.
1.4 Objectifs de la the`se
Si le me´canisme de ge´ne´ration et les conditions d’apparition des jets late´raux sont bien
identifie´s, il n’y a pas eu jusqu’a` pre´sent d’e´tude expe´rimentale visant a` les caracte´riser plus
pre´cise´ment. C’est pourquoi nous pre´senterons une campagne expe´rimentale de visualisation
permettant de cerner l’influence du rapport de densite´ S et du nombre de Reynolds Re, puis
de connaˆıtre leurs nombres, leurs positions ainsi que le nombre d’onde azimutal de l’instabilite´
tridimensionnelle secondaire qui leur est associe´e.
Par ailleurs, ce phe´nome`ne e´tant associe´ a` une instabilite´ tridimensionnelle secondaire du
jet, nous me`neront une e´tude de stabilite´ line´aire pour de´terminer le nombre d’onde azimu-
tal par voie the´orique. Ce travail pre´sente a priori deux difficulte´s lie´es au champ de base
ne´cessaire a` l’e´tude. Premie`rement, le champ de base qui correspond ici a` l’instabilite´ pri-
maire du jet n’est pas stationnaire, alors que la stabilite´ line´aire des e´coulements, en toute
rigueur, impose a` l’e´coulement d’e´tude d’eˆtre inde´pendant du temps. De plus, il n’existe pas
d’expression analytique caracte´risant ce champ de vitesse, ce qui signifie qu’il faut disposer
d’un code susceptible de le ge´ne´rer nume´riquement. Klaassen et Peltier (1985, 1989, 1991) ont
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re´alise´ un travail pionnier similaire sur les couches de me´lange stratifie´es. Leur e´tude de sta-
bilite´ proce`de d’une approche quasi-statique qui repose sur l’hypothe`se d’une se´paration des
e´chelles de temps caracte´ristiques de l’onde Kelvin-Helmholtz et des instabilite´s secondaires.
Ainsi, l’e´tude de stabilite´ des rouleaux est re´alise´e pour chaque pas de temps de la simulation
et seules les instabilite´s amplifie´es sur un intervalle de temps significatif sont susceptibles de
se de´velopper et d’initier la tridimensionnalisation de l’e´coulement. Cette approche est donc
applicable a` la stabilite´ tridimensionnelle des jets ronds a` densite´ variable mais le choix s’est
d’abord porte´ ici sur l’e´tude de stabilite´ des couches de me´lange a` densite´ variable. L’existence
des travaux de Klaassen et Peltier sur les couches de me´lange stratifie´es constitue en effet une
re´fe´rence utile pour l’e´criture et la validation du code de stabilite´, re´fe´rence qui n’a pas a` ce
jour d’homologue pour les jets ronds. De plus, on dispose de´ja` d’un code de simulation pour
fournir les champs de vitesse et de densite´ des couches de me´lange planes a` densite´ variable,
voir Joly (2002). Enfin, lorsque le rayon R du jet est grand devant l’e´paisseur de quantite´
de mouvement θ, la couche de cisaillement du jet est assimilable a` une couche de me´lange
connexe et sa dynamique est tre`s proche de celle d’une couche de me´lange plane. Cette com-
paraison est d’autant plus valable que le nombre de Reynolds est grand, et elle confe`re ainsi
une pertinence au choix fait pour l’analyse de stabilite´ vis-a`-vis de l’e´tude des jets late´raux.
Bien e´videmment, l’application de cette de´marche a` la stabilite´ tridimensionnelle des jets
ronds viendra en continuite´ de cette premie`re phase.
1.5 Organisation du me´moire
Le chapitre 2 pre´sente le mode`le ge´ne´ral adopte´ pour e´tudier la dynamique des e´coulements
cisaille´s libres a` densite´ variable, avec la mise en place des e´quations ainsi que la de´finition et
l’e´valuation des nombres adimensionnels d’importance.
La pre´sentation du dispositif et des moyens de visualisation utilise´s pour la caracte´risation
expe´rimentale des jets late´raux de´bute le chapitre suivant. Elle est suivie des re´sultats expe´ri-
mentaux obtenus pendant cette campagne d’essais : la frontie`re d’existence des e´jections
late´rales dans le plan (S,Re) ainsi que la structure et les caracte´ristiques de l’e´coulement
dans la zone des e´jections. Enfin, ce chapitre se termine par la validation expe´rimentale des
hypothe`ses du mode`le pre´sente´ au chapitre 2.
La suite du me´moire concerne l’e´tude de stabilite´ line´aire. La de´rivation des e´quations aux
perturbations ainsi que la pre´sentation des me´thodes spectrales utilise´es pour la re´solution
constitue le chapitre 4, alors que le chapitre 5 expose les re´sultats originaux issus de l’e´tude
de stabilite´ bidimensionnelle des jets ronds a` densite´ variable et ceux obtenus par l’analyse
de stabilite´ tridimensionnelle des couches de me´lange planes a` densite´ variable.
Enfin, le chapitre 6 fait la synthe`se du travail re´alise´ et pre´sente les prolongements possibles
de cette e´tude.
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Mise en place du mode`le et des
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Ce chapitre a pour objet la mode´lisation des e´coulements cisaille´s libres a` densite´ variable
re´sultant d’un me´lange de fluides de densite´s diffe´rentes ou de tempe´ratures diffe´rentes. Apre`s
avoir donne´ la forme ge´ne´rale des e´quations de Navier-Stokes, une analyse de l’e´quation de
dilatation/compression permet de cibler les sources possibles de variations de masse volu-
mique et de connaˆıtre celles qui sont actives dans notre situation. Puis, les e´quations sont
adimensionnalise´es et simplifie´es en fonction des caracte´ristiques des e´coulements e´tudie´s ici.
Enfin, la de´rivation de l’e´quation de la vorticite´ permet une identification formelle du couple
barocline parmi les diffe´rents termes de production/destruction.
2.1 Forme ge´ne´rale des e´quations
La forme ge´ne´rale des e´quations de Navier-Stokes s’e´crit pour un fluide Newtonien et un
gaz parfait :
Dtρ+ ρ d = 0 , (2.1)
ρ Dt~u = ρ~g −∇p+ µ∆~u+ µ
3
∇d , (2.2)
ρ Dt(cpT ) = Dtp+ φ−∇ · ~q , (2.3)
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ou` Dt = ∂t + ~u · ∇ est la de´rive´e particulaire et d, ~g, φ et ~q de´signent respectivement la
divergence du champ de vitesse, l’acce´le´ration de la pesanteur, la dissipation me´canique et le
flux de chaleur.
2.2 Variations de masse volumique et e´quation de la continuite´
Les e´coulements e´tudie´s ici constituent un sous-ensemble de la famille des e´coulements
fluides a` masse volumique variable. Afin de bien les situer dans cette grande cate´gorie et de
de´river les e´quations adapte´es, il est ne´cessaire de faire une analyse des diffe´rentes origines
de variations de masse volumique. Pour cela, on conside`re le volume massique V = 1/ρ dont
les variations relatives sont directement lie´es a` la divergence du champ de vitesse. En effet,





V DtV . (2.4)
Lorsque le volume des particules fluides de l’e´coulement reste constant sur la trajectoire,
on parle d’e´volution isovolume. Cela se traduit mathe´matiquement par un champ de vitesse
a` divergence nulle. Re´ciproquement, les variations de volume sont synonymes de variations
de la masse volumique de la particule le long de sa trajectoire. L’analyse de l’e´quation de
dilatation/compression permet alors d’identifier les origines de la variation de volume.
2.2.1 E´quation de la dilatation/compression
En conside´rant la forme ge´ne´rale de l’e´quation d’e´tat pour un fluide non homoge`ne, i.e.
ρ = f(p , T, C), on constate que les variations de la masse volumique du fluide peuvent
re´sulter des variations de la pression p , de la tempe´rature T et/ou de la concentration C. Si
l’on restreint les variations de concentration a` des situations de me´lange binaire1, l’e´quation








ou` a† = r (Mα +Mβ)/MαMβ et b† = r/Mβ sont des constantes qui ne de´pendent que de
la constante universelle des gaz r et des masses molaires Mα,Mβ des deux espe`ces α et β.












Combinant cette relation avec l’e´quation de l’e´nergie (2.3), l’e´quation d’e´tat (2.5) et l’e´quation
du transport de la concentration,
ρDtC =∇ · (ρD∇C) , (2.7)
ou` D est la diffusivite´ de masse de la loi de Fick, elle devient2 :









− γ − 1
γp





∇ · (ρ∇C)︸ ︷︷ ︸
(iv)
. (2.8)
1Cette restriction convient ici dans la mesure ou` le jet e´tudie´ expe´rimentalement re´sulte d’un me´lange
binaire air-he´lium, voir chapitre suivant.
2Les proprie´te´s physiques du fluide (µ, γ, λ,D, a, cp) sont conside´re´es constantes.
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Cette e´quation montre qu’un changement du volume de la particule fluide peut re´sulter de
quatre sources distinctes : (i) les variations de pression, (ii) la dissipation visqueuse, (iii) la
diffusion de chaleur et (iv) la diffusion de masse. Une e´valuation se´pare´e de l’e´chelle de temps
associe´e a` chaque terme de l’e´quation (2.8) permet de comparer les diffe´rents termes actifs dans
la dilatation/compression, Chassaing et al. (2002). Soient u0 et l0 les e´chelles caracte´ristiques
de vitesse et de longueur de l’e´coulement, alors l’e´chelle de temps caracte´ristique associe´e est
τ0 = l0/u0. Pour e´valuer l’ordre de grandeur du terme de pression (i), on se munit d’une e´chelle
de pression thermodynamique ρ0a
2
0/γ pour la pression moyenne et d’une e´chelle dynamique
ρ0u
2
0 pour les variations de pression. On a alors :




ou` M0 = u0/a0 est le nombre de Mach et a0 la vitesse du son dans un fluide de densite´ ρ0. Le
second terme (ii) correspond a` la dissipation me´canique. Soit lν l’e´chelle de longueur associe´e
aux transferts mole´culaires, on a alors :
τ2 ≡ γp








Re τ0 , (2.10)
ou` Re = u0l0ρ0/µ est le nombre de Reynolds. Les termes (iii) et (iv) correspondent a` la diffu-
sion de la chaleur et de la masse. Soient T0 une e´chelle de tempe´rature et ∆T une e´chelle des
variations de tempe´rature, on peut alors former le nombre adimmensionnel Cθ = ∆T/T0 qui
mesure les variations relatives de tempe´rature. De meˆme, on de´finit ρ0 une e´chelle de densite´
et ∆ρ une e´chelle des variations de densite´ qui permettent de former le contraste de densite´
Cρ = ∆ρ/ρ0. Le coefficient a
† est homoge`ne a` une masse mole´culaire, soit a† ∼ p0/(T0ρ0). On
a alors :
τ3 ≡ γp















ou` Pr = µcp/λ est le nombre de Prandtl et Sc = µ/(ρ0D) est le nombre de Schmidt.
Les e´coulements cisaille´s libres a` densite´ variable e´tudie´s ici sont suppose´s incompressibles,
i.e. M0 → 0 . Les phe´nome`nes compressibles (i) et (ii) sont alors d’amplitude ne´gligeable et
n’affectent pas la dilatation/compression de la particule fluide. Par contre, il peut exister
des variations de volume3 re´sultant de la diffusion de chaleur (e.g. jet d’air chauffe´) ou de la
diffusion de masse (e.g. jet de me´lange air-he´lium). L’e´valuation des temps caracte´ristiques
des termes (iii) et (iv) montre que la dilatation/compression est d’autant plus lente que les
nombres de Reynolds, Prandlt et Schmidt sont grands ou que le contraste thermique et le
contraste de densite´ sont faibles.
2.2.2 E´quation de la continuite´
Il est possible d’utiliser l’e´quation de la dilatation/compression (2.8) pour e´liminer la diver-
gence du champ de vitesse pre´sente dans l’e´quation de la continuite´. Ce paragraphe pre´sente la
de´rivation de la nouvelle forme de l’e´quation de la continuite´ dans les deux cas repre´sentatifs
des e´coulements e´tudie´s ici : le me´lange incompressible de deux fluides de densite´s diffe´rentes
et le me´lange incompressible d’un meˆme fluide a` deux tempe´ratures diffe´rentes.
3On remarque que pour un fluide non-visqueux, l’hypothe`se d’e´volution isovolume est valable.
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Cas du me´lange binaire
Lorsque deux fluides α et β de masses volumiques diffe´rentes sont me´lange´s dans des
conditions incompressibles isothermes, l’e´quation d’e´tat (2.5) se re´duit a` une relation directe
entre la masse volumique de la particule fluide et la concentration massique C du fluide α :
1
ρ
= a‡ C + b‡ . (2.13)




‡ ρ DtC . (2.14)
Par ailleurs, le membre de droite de l’e´quation de la dilatation/compression se limitant au
terme (iv), la combinaison des e´quations (2.7), (2.13) et (2.14) conduit a` :






Cas du me´lange thermique
Pour le me´lange incompressible d’un meˆme fluide a` deux tempe´ratures diffe´rentes, les
variations de densite´ sont provoque´es par les effets thermiques, voir paragraphe I.2 de Joly
(1994), et l’e´quation d’e´tat s’e´crit simplement au premier ordre :
ρT ≈ cste . (2.16)
De plus, le membre de droite de l’e´quation de la dilatation/compression se re´duit au seul terme
(iii). En appliquant une de´rivation particulaire a` l’e´quation d’e´tat, puis en la combinant aux
e´quations (2.8) et (2.16), il vient :







ou` a = λ/ρcp est la diffusivite´ thermique.
Une version unique de l’e´quation de la continuite´
En reportant les e´quations (2.15) et (2.17) dans l’e´quation de la continuite´, on retrouve
une version unique de l’e´quation de continuite´ pour les me´langes incompressibles, comme









= −d , (2.18)
ou` κ repre´sente la diffusivite´ thermique a ou la diffusivite´ de masse D. Si de plus, ces diffusi-
vite´s sont constantes4, on peut e´crire :
1
ρ






= −d , (2.19)
4C’est le cas en premie`re approximation pour le me´lange binaire air-he´lium de`s que S ≥ 0.4, voir annexe
A.
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ou, en posant ̺ = ln(ρ/ρ0),
Dt̺ = κ∆̺ = −d , (2.20)
ce qui lui confe`re une forme classique advection-diffusion.
2.3 E´quations du proble`me
2.3.1 Adimensionnalisation
Pour normaliser les e´quations (2.1)-(2.3), on se munit d’un jeu d’e´chelles caracte´ristiques.
Soit u0 et l0 des e´chelles caracte´ristiques de vitesse et de longueur de l’e´coulement. On de´finit
comme pre´ce´demment une densite´ de re´fe´rence ρ0 et une e´chelle des variations de densite´ ∆ρ.
De meˆme, on de´finit une e´chelle de tempe´rature T0 et une e´chelle des variations de tempe´rature
∆T . Enfin, la pression est normalise´e par une e´chelle dynamique ρ0 u
2
0 et l’acce´le´ration de la





















ou` Cρ = ∆ρ/ρ0, Fr = u
2
0/gl0Cρ, Re = u0l0ρ0/µ, Ec = u
2
0/cpT0, Cθ = ∆T/T0 et Pr = µcp/λ
sont respectivement le contraste de densite´, le nombre de Froude, le nombre de Reynolds, le
nombre d’Eckert, le contraste thermique et le nombre de Prandtl.
2.3.2 Hypothe`ses simplificatrices et syste`me final
On se place dans une situation incompressible, i.e. Ec → 0. L’e´quation de l’e´nergie se
re´duit alors a` une e´quation d’advection-diffusion. Le champ d’enthalpie re´sulte du trans-
port d’e´nergie par un champ de vitesse inde´pendant du champ de tempe´rature. L’e´quation
de l’e´nergie peut eˆtre alors de´couple´e du proble`me dynamique et le syste`me d’e´quations se
re´duit a` l’e´quation de la continuite´ (2.1) et a` l’e´quation de la quantite´ de mouvement (2.2).
On suppose par ailleurs que les forces de flottabilite´ sont ne´gligeables, i.e. Fr → ∞, le
terme gravitationnel disparaˆıt donc de l’e´quation (2.2). Enfin, en utilisant la version unifie´e






















ou` Sc = µ/ρ0D est le nombre de Schmidt. Cette version des e´quations correspond au me´lange
binaire. Il suffit de remplacer le nombre de Schmidt par le nombre de Prandtl pour obtenir
le syste`me correspondant au me´lange thermique.
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Si on fait l’hypothe`se d’un fluide non-visqueux, i.e. Re → ∞, alors la dynamique est
isovolume et le syste`me d’e´quations se re´duit aux e´quations d’Euler avec une e´quation de la
continuite´ purement convective :
Dtρ = 0 , (2.26)
d = 0 , (2.27)
ρ Dt~u = −∇p . (2.28)
2.3.3 E´quation de la vorticite´
Comme mentionne´ en introduction, les effets de densite´ ont une influence sur la dyna-
mique rotationnelle de l’e´coulement via l’introduction d’un terme supple´mentaire de produc-
tion/destruction de vorticite´, le couple barocline. La de´rivation de l’e´quation de transport
pour la vorticite´ ~ω = ∇ × ~u permet une analyse formelle des diffe´rents termes source/puits
en jeu dans notre situation. Elle est obtenue par la prise du rotationnel de l’e´quation (2.25)
Dt~ω = (~ω ·∇) ~u− Cρ 1
ρ2
∇p×∇ρ− d ~ω + 1
Re
∆~ω . (2.29)
On distingue dans le membre de droite trois termes sources/puits qui sont respectivement
le terme d’e´tirement/compression tourbillonnaire (“vortex stretching”), le couple barocline
et le terme de dilatation/compression, ainsi que le terme de diffusion. Bretonnet (2003) a
donne´ une analyse de´taille´e de cette e´quation dans son premier chapitre, pre´cisant la nature
de chacun des termes, les situations pour lesquelles ils sont actifs ainsi que l’e´valuation et la
comparaison de leur temps caracte´ristique. Ici on se contente de souligner que l’intensite´ de
la production barocline de vorticite´ est fonction du contraste de densite´ et qu’il constitue le
seul terme actif en e´coulement bidimensionnel incompressible non-visqueux.
Chapitre 3
E´tude expe´rimentale des jets
late´raux
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3.1 Pre´sentation du banc ge´ne´rateur de jets
3.1.1 Description
Le banc d’essai conc¸u par Hermouche (1996), dont le dispositif est sche´matise´ figure 3.1,
a e´te´ repris pour cette campagne. La zone d’e´mission est constitue´e d’un me´langeur alimente´
par deux se´ries de cols soniques : 6 cols pour l’he´lium et 5 pour l’air. Le me´lange passe ensuite
par une chambre de tranquilisation compose´e de deux grilles me´talliques et d’un nid d’abeille.
Le dispositif se termine par une buse de rapport de contraction de 36 et de diame`tre de sortie
D = 11 mm. L’alimentation en air est connecte´e au re´seau d’air comprime´ du laboratoire
de´livrant de l’air a` tempe´rature ambiante et a` une pression de 6 bars. L’alimentation en he´lium
est assure´e par un mano-de´tendeur haute-pression monte´ sur une bouteille dont la pression
maximale est de 200 bars. Deux mano-de´tendeurs permettent de re´gler avec une pre´cision de
0.02 bar la pression d’alimentation Pi dans chacune des chambres de de´tente pre´ce´dant la
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Figure 3.1: Sche´ma du banc d’essai.
se´rie des cols soniques. Enfin, deux sondes PT100 situe´es au niveau des chambres de de´tente
mesurent la tempe´rature ge´ne´ratrice Ti avec une pre´cision de 0.4
◦C.
3.1.2 E´talonnage
L’utilisation de cols soniques rend possible le controˆle se´pare´ des de´bits massiques d’air et
d’he´lium arrivant dans le me´langeur. En effet, le de´bit massique calcule´ pour un e´coulement















ou`Dc,Pi et Ti sont respectivement le diame`tre du col, la pression et la tempe´rature ge´ne´ratrice.

















La formule (3.1) ne tient pas compte des effets visqueux ni de l’amorc¸age du col qui conduisent
a` une loi de vitesse du type Uexp = αexp ∗ Pi + βexp pour Pi ≥ Pi amorcage. C’est pourquoi,
un e´talonnage par ane´mome´trie fil chaud permet de recaler la loi the´orique sur la re´alite´
expe´rimentale. Un polynoˆme de degre´ 4 a e´te´ utilise´ pour la loi de King donnant la conversion
de la tension aux bornes du fil en vitesse, voir chapitre 5 de Deschamps (2002). Un IFA300
et une souﬄerie de calibration 1129 de TSI ont e´te´ utilise´s pour les mesures, et les re´sultats
sont re´sume´s dans le tableau 3.1.
L’utilisation des cols soniques pre´sente l’avantage de mesurer les de´bits massiques avec
une tre`s bonne pre´cision, ici de 0.1%, puisque seulement deux capteurs sont ne´cessaires a`
son e´valuation (tempe´rature et pression). Compte-tenu de la plage de variation des pressions
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col sonique Dc (mm)
√
αexp/αthe βexp
A1 1.50 0.87 2.19
A2 1.12 0.90 1.46
A3 0.66 0.87 0.55
A4 0.41 0.71 0.14
A5 2.14 0.86 4.06
H1 1.50 0.81 3.15
H2 1.24 0.84 2.51
H3 0.77 0.90 1.22
H4 0.46 0.78 0.71
H5 0.26 0.70 0.40
H6 2.14 0.85 5.07
Tableau 3.1: Coefficients de la loi d’e´talonnage des diffe´rents cols soniques.



















Figure 3.2: Nombre de Reynolds maximal (a) et minimal (b) du banc en fonction du rapport de densite´ du
jet.
ge´ne´ratrices, le banc permet d’obtenir des rapports de densite´ S qui varient continuement
de 0.14 (he´lium pur) a` 1 (air pur) et des vitesses comprises entre 0.05 m.s−1 et 50 m.s−1,
correspondant a` une gamme de nombre de Reynolds de 5 a` 5000 pour le jet d’he´lium pur et
de 30 a` 32700 pour le jet d’air pur, ou` Re = UjetD/νjet, voir figure 3.2.
3.2 Techniques de visualisations
3.2.1 Strioscopie
Cette technique de visualisation tire son principe de la modification de la propagation
des rayons lumineux lorsqu’ils traversent un e´coulement non homoge`ne, ici le jet le´ger. Les
gradients de densite´ de l’e´coulement sont synonymes de variations de l’indice optique du mi-
lieu. Ils induisent donc des variations du chemin optique parcouru par les rayons lumineux. La
strioscopie visualise alors les gradients de densite´ et renseigne sur la structure de l’e´coulement.
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Figure 3.3: Sche´ma du fonctionnement d’un dispositif strioscopique.
Figure 3.4: Sche´ma du banc strioscopique a` simple traverse HUET-ONERA.
Simple de mise en œuvre, le dispositif de strioscopie, sche´matise´ figure 3.3, est compose´ d’une
source lumineuse ge´ne´rant un faisceau de lumie`re paralle`le qui traverse la veine d’essai apre`s
eˆtre passe´ par un premier couteau. Le faisceau traverse ensuite un second couteau et l’image
est re´cupe´re´e sur un e´cran. L’utilisation des couteaux donne une image en nuance de gris.
Ils peuvent eˆtre remplace´s par des bi-prismes pour obtenir une image couleur. Pour une
description plus de´taille´e du fonctionnement du banc se re´fe´rer par exemple a` Hermouche
(1996) ou a` Raud Ducros (1997). Le dispositif utilise´ pour cette campagne d’essai est un banc
strioscopique HUET-ONERA a` simple traverse´e, dont le sche´ma est pre´sente´ figure 3.4.
3.2.2 Tomographie laser
Cette technique consiste a` illuminer un plan de l’e´coulement, qui a e´te´ pre´alablement
ensemence´ avec des particules. Seule la zone ensemence´e renvoie de la lumie`re de´limitant de
manie`re nette l’e´coulement du milieu ambiant : c’est donc la frontie`re entre les deux zones
ou plus pre´cise´ment les surfaces d’e´mission qui sont visualise´es. La tomographie laser donne
ainsi une information qualitative sur la structure et le me´lange. Le jet est ensemence´ en
gouttes d’huile avec le six-jet atomizer mode`le 9306 de TSI. L’e´coulement est illumine´ avec
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un laser argon a` e´mission continue Beamlock mode`le 2060.10/2580 de Spectra-Physics. Le
faisceau laser est concentre´ en une nappe dont l’e´paisseur est de 2 mm. Enfin, les images
sont obtenues en filmant l’e´coulement avec une came´ra rapide X-stream Vision 3 de IDT.
Elle dispose d’une fre´quence d’acquisition maximale de 640 Hz pour une pleine re´solution
de 1280H × 1024V pixels. La fre´quence d’enregistrement peut cependant eˆtre augmente´e en
re´duisant la taille du champ d’acquisition. La fre´quence de passage des anneaux primaires
n’a pas e´te´ mesure´e avec pre´cision pour cette campagne car sa connaissance exacte n’est
pas ne´cessaire pour remplir les objectifs de l’e´tude. Cependant pour les vitesses et rapports
de densite´ explore´s, elle n’exce`de pas ∼ 250 Hz si l’on se re´fe`re aux valeurs mesure´es par
Kyle et Sreenivasan (1993). La fre´quence d’acquisition utilise´e pour les coupes transversales
du jet est de 1540 Hz et permet d’avoir au minimum six images sur une meˆme pe´riode de
l’anneau primaire. Une e´valuation approximative de la fre´quence de l’instabilite´ primaire est
alors possible a` partir des films. Elle est mentionne´e a` titre indicatif pour chacun des cas
pre´sente´s dans la suite du chapitre.
L’ensemenceur TSI utilise´ ici a e´te´ conc¸u pour des gros de´bit d’aspiration, bien plus
grands que ceux impose´s par le fonctionnement du banc. Pour reme´dier a` ce proble`me, une
bifurcation a e´te´ ajoute´e en sortie de l’ensemenceur pour augmenter le de´bit d’aspiration.
Cependant, cette modification limite de fait la pression maximale atteignable dans la chambre
de de´tente alimentant les cols soniques, tronquant ainsi la gamme de Reynolds par le haut.
C’est pourquoi, il a fallu re´gler le de´bit d’aspiration en sortie de l’atomiseur en fonction de
celui de´sire´ pour le jet. En conse´quence, le signal enregistre´ par la came´ra s’est ave´re´ tre`s
faible dans certaines configurations. Pour faire ressortir la structure de l’e´coulement, il a fallu
augmenter nume´riquement le contraste de certaines images, amplifiant ainsi le niveau de bruit
du capteur CMOS de la came´ra. Cela se caracte´rise par le pre´sence de raies verticales sur
certaines images. Signalons enfin que toutes les images ont e´te´ inverse´es, le jet est alors sombre
sur fond clair.
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Jusqu’a` pre´sent, l’effort de recherche sur les jets late´raux s’est concentre´ sur l’analyse et la
compre´hension des me´canismes physiques amenant ces e´jections. Les travaux ante´rieurs ont
mis a` jour les proprie´te´s suivantes :
– les jets late´raux re´sultent d’une instabilite´ tridimensionnelle secondaire du jet : ils sont
ge´ne´re´s par des paires de tourbillons longitudinaux contra-rotatifs se de´veloppant dans
la zone de tresse entre les anneaux primaires de Kelvin-Helmholtz (voir figure 1.3),
Monkewitz et Pfizenmaier (1991); Brancher (1996).
– Ils sont pre´sents chaque fois que les anneaux primaires sont re´guliers et intenses, Monke-
witz et Pfizenmaier (1991). Ce comportement correspond au caracte`re absolu de l’insta-
bilite´ de Kelvin-Helmholtz pour le jet le´ger et a` un forc¸age externe pour le jet homoge`ne.
– ils apparaissent a` une station longitudinale fixe alors que leur position azimutale est
variable. Ils induisent un e´vasement du jet pouvant aller jusqu’a` 90◦, Monkewitz et al.
(1989, 1990); Monkewitz et Pfizenmaier (1991); Hermouche (1996).
L’objet de la campagne expe´rimentale mene´e ici est de comple´ter cette liste de proprie´te´s pour
obtenir une description plus comple`te du phe´nome`ne. Dans un premier temps, une exploration
syste´matique du plan (S,Re) par visualisations strioscopiques directes permet de de´crire de
manie`re qualitative le comportement des jets late´raux, Fontane et al. (2005). Puis, des coupes
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longitudinales et transversales du jet nourrissent de manie`re quantitative la connaissance de
leurs caracte´ristiques : la station longitudinale d’apparition, l’angle d’ouverture du jet late´ral,
le nombre d’e´jections et de dipoˆles longitudinaux associe´s.
3.3.1 Existence et description des e´jections dans le plan (S,Re)
L’exploration du plan (S,Re) par des visualisations strioscopiques directes a permis de
de´terminer le comportement de ces jets late´raux. Au cours de la campagne, quatre compor-
tements principaux diffe´rents ont e´te´ identifie´s, figure 3.5.a :
– pour des rapports de densite´ faibles, les jets late´raux sont stables et durables : ils
survivent au passage de plusieurs rouleaux de Kelvin-Helmholtz et leur position longi-
tudinale et azimutale est fixe. On observe alors un e´vasement tre`s large du jet avec un
angle d’ouverture pouvant atteindre des valeurs tre`s proches de 90◦.
– en dehors de cette zone, ils sont intermittents. Il s’agit d’une intermittence a` la fois
temporelle et/ou spatiale puisqu’ils tournent autour de l’axe du jet.
– lorsque l’on se rapproche de la frontie`re pour les grands rapports de densite´, les jets
late´raux sont toujours intermittents mais ils deviennent extreˆmement rares et il a
fallu un long temps d’observation du jet pour les voir apparaˆıtre. Dans ces situations,
l’e´vasement du jet reste faible, ne de´passant pas des angles d’ouverture de 45◦.
– enfin, pour S ≤ 0.4 et Re ≥ 2400, le jet s’ouvre a` 90◦ suivi imme´diatement par de la
turbulence pleinement de´veloppe´e. Les jets late´raux sont sans doute pre´sents du fait de
l’e´vasement excessif du jet, mais ils sont indiscernables du reste de l’e´coulement en tant
qu’e´jection inde´pendante. A` grand nombre de Reynolds de jet, la transition est rapide
au sein du jet principal et des jets late´raux secondaires.
La frontie`re d’existence pre´sente´e figure 3.5.b est obtenue a` partir de cette exploration
syste´matique comme suit. Pour un rapport de densite´ fixe´, les points de la frontie`re (cercles)
sont de´finis comme les points me´dians entre deux observations successives a` deux nombres de
Reynolds distincts montrant l’apparition ou la disparition des e´jections late´rales. La pre´cision
en nombre de Reynolds sur leur de´termination est de ±25. La courbe finale en trait plein est
de´duite d’une interpolation polynomiale de ces points expe´rimentaux. La frontie`re absolue-
convective de l’instabilite´ primaire de´termine´e par Hermouche (1996) sur ce banc ainsi que
le seuil critique the´orique calcule´ par Monkewitz et Sohn (1986, 1988) y sont rapporte´s. On
constate que les jets late´raux peuvent exister sans que l’on se trouve dans le domaine absolu
des rouleaux de Kelvin-Helmholtz. Ainsi, la nature absolue de l’instabilite´ primaire suffit a`
provoquer ces e´jections, mais elle ne constitue pas une condition ne´cessaire comme Monkewitz
et Pfizenmaier (1991) l’avaient suppose´. En revanche, les jets late´raux sont stables dans la
zone absolue de l’instabilite´ primaire alors que dans la zone convective, ils sont le plus souvent
intermittents. Cette double distinction semble confirme´e par le me´canisme d’e´jection propose´
par Monkewitz et Pfizenmaier (1991). En effet, les rouleaux primaires sont intenses et re´guliers
en mode absolu permettant des e´jections late´rales continues et stables. Par contre en mode
convectif, les rouleaux primaires sont nettement moins intenses et leur passage tre`s irre´gulier
empeˆche des e´jections late´rales stables, d’ou` leur caracte`re intermittent. La partie en pointille´
de la frontie`re correspond a` l’explosion brutale du jet avec un e´vasement a` 90◦, zone pour
laquelle il n’a pas e´te´ possible de de´terminer la frontie`re. C’est d’ailleurs pour cette re´gion
qu’il n’y a pas inclusion du domaine de l’instabilite´ absolue dans le domaine d’existence des
jets late´raux.
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Figure 3.5: (a) Comportement des e´jections late´rales dans le plan (S,Re) ; (b) Frontie`re d’existence des
jets late´raux (trait continu). La courbe en trait mixte correspond au crite`re d’apparition de l’instabilite´
absolue obtenue par Hermouche (1996) et la droite verticale a` la valeur the´orique de S = 0.73 obtenue par
Monkewitz et Sohn (1986, 1988).
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Le domaine d’existence de ces jets late´raux en fonction du nombre de Reynolds et du
rapport de densite´ ayant e´te´ de´termine´, l’attention est maintenant porte´e sur la caracte´risation
de l’e´coulement dans la zone des e´jections a` l’aide de visualisations par tomographie laser.
Les re´sultats obtenus sont pre´sente´s dans le paragraphe suivant.
3.3.2 Structure et caracte´ristiques de l’e´coulement dans la zone des e´jections
Le rapport de densite´ est fixe´ a` S = 0.5 et le nombre de Reynolds varie dans la gamme
[800, 2500] correspondant a` la zone d’existence des e´jections pre´ce´demment identifie´e. Le choix
de cette valeur interme´diaire dans la gamme des rapports de densite´ du banc est tre`s proche
de celle obtenue pour un jet de me´thane pur, ρmethane/ρair = 0.55 dans les conditions d’une
atmosphe`re standard. Cet alcane, utilise´ dans dans de nombreuse applications industrielles,
est le principal constituant du gaz naturel (de 70% a` 90%). Le rapport de densite´ retenu a
donc vertu a` illustrer la dynamique d’un e´coulement courant.
La figure 3.6 montre la structure du jet dans un plan me´dian longitudinal pour quatre
valeurs croissantes du nombre de Reynolds pour lesquelles les jets late´raux sont pre´sents. Sur
l’image 3.6.d, l’e´vasement du jet est maximal et le jet late´ral se de´tache comple`tement du
reste de l’e´coulement, laissant apparaˆıtre une grande zone d’entraˆınement de fluide ambiant
entre les deux re´gions. Cette expansion violente augmente l’interface entre les deux fluides
activant le me´lange de manie`re significative.
Le nombre de Reynolds pre´sente deux effets imme´diatement identifiables sur les visua-
lisations : (i) l’apparition des jets late´raux se fait de plus en plus pre`s de la buse lorsque
la vitesse de sortie augmente, (ii) l’e´vasement du jet croˆıt avec le nombre de Reynolds. Les
valeurs moyennes mesure´es de l’abscisse adimensionnelle d’apparition des e´jections, de´finie
par la fle`che de la figure 3.6.b, et de l’angle du jet late´ral par rapport a` l’axe longitudinal pris
au point d’e´jection et repe´re´ par la limite infe´rieure de l’e´jection secondaire sont pre´sente´s
a` la figure 3.7. Chaque valeur est obtenue sur un e´chantillon d’une cinquantaine d’images
tire´es de 4 a` 6 films diffe´rents suivant le nombre de Reynolds. Les barres verticales indiquent
l’e´cart-type. Des re´gressions de diffe´rents types ont e´te´ teste´es pour de´terminer une courbe
de tendance pour l’e´volution de l’abscisse longitudinale en fonction du nombre de Reynolds,
et c’est la re´gression line´aire qui a donne´ le meilleur coefficient de corre´lation :( x
D
)
= −0.0014Re+ 5.67 Re ∈ [800, 2500] , (3.3)
avec un coefficient de corre´lation de R = 0.98. Ce re´sultat est satisfaisant mais la tendance
n’ayant e´te´ obtenue que sur un nombre limite´ de points, une e´volution line´aire de l’abs-
cisse longitudinale d’apparition avec le nombre de Reynolds ne peut eˆtre conside´re´e comme
de´finitive. Cette analyse est aussi valable pour l’angle d’e´jection : il semble y avoir e´galement
une de´pendance line´aire avec le Reynolds. Il faut noter que pour les plus petits nombres de
Reynolds du domaine d’existence des e´jections late´rales, l’angle d’e´jection est de l’ordre de
45◦ et que l’ouverture maximale est de 83◦ pour Re = 2500.
La figure 3.8 pre´sente deux coupes transversales d’un jet a` Re = 1500. La premie`re est
re´alise´e a` x/D = 4.4, le´ge`rement en aval du point d’e´jection mesure´ a` x/D = 3.7. La pre´sence
du cercle noir pe´riphe´rique indique que la coupe se situe dans le plan de l’anneau primaire. Son
enroulement est de´ja` fort comme le de´note la fine couronne blanche de fluide externe qui est
entraˆıne´e entre les deux zones ensemence´es. On compte e´galement a` sa pe´riphe´rie trois paires
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Figure 3.6: Coupes longitudinales d’un jet le´ger de rapport de densite´ S = 0.5 pour (a) Re = 1000, (b)
Re = 1500, (c) Re = 2000 et (d) Re = 2500. La fre´quence d’acquisition est de 660 Hz et le temps
d’exposition est de 1.5 ms.
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Figure 3.7: (a) Abscisse longitudinale adimensionnelle x/D d’apparition des jets late´raux et (b) angle
d’ouverture du jet en fonction du nombre de Reynolds pour S = 0.5.
Figure 3.8: Coupe transversale du jet pour Re = 1500 et S = 0.5 a` (a) x/D = 4.4 et (b) x/D = 5.7.
Ces images sont tire´es de deux films re´alise´s avec une fre´quence d’acquisition de 1540 Hz et un temps
d’exposition de 0.646 ms. La fre´quence de l’instabilite´ primaire est de ∼ 150 Hz.
de tourbillons longitudinaux identifiables a` leur forme de champignon. Leur enroulement
autour des anneaux primaires se fait a` l’exte´rieur du rouleau amont et a` l’inte´rieur du rouleau
aval. Ils ne sont donc pas paralle`les a` la direction longitudinale, voir le sche´ma de la figure 3.9.
Dans le plan de coupe, cette inclinaison est identifiable a` leur mouvement de va et vient en
phase avec le passage des ondes de Kelvin-Helmholtz. La situation ressemble a` celle pre´sente´e
par Liepmann et Gharib (1992) dans le cas homoge`ne (voir figure 3.10) a` la diffe´rence que
deux des dipoˆles sont prolonge´s par une bouffe´e de fluide, trace d’une e´jection late´rale dans le
plan de coupe. La deuxie`me coupe est re´alise´e a` deux diame`tres du point d’e´jection toujours
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dans le plan de l’anneau primaire. On compte toujours trois dipoˆles longitudinaux mais avec
une re´partition azimutale diffe´rente. Un seul jet late´ral est visible sur l’image. Ce dernier s’est
bien de´veloppe´ au point qu’il occupe dans le plan une surface e´quivalente a` l’anneau primaire,
soulignant un impact fort sur le me´lange. Sur les deux images, l’e´jection radiale de fluide se
situe au niveau d’un dipoˆle confirmant ainsi leur roˆle dans le me´canisme de ge´ne´ration.
Figure 3.9: Sche´ma dans un plan longitudinal de la structure de l’e´coulement dans la zone des e´jections.
Figure 3.10: Coupe transversale d’un jet homoge`ne dans le plan de l’anneau primaire pour Re = 5500 et
x/D = 3.25. Cette image tire´e d’un film , d’apre`s la campagne de LIF de Liepmann et Gharib (1992).
En regardant de plus pre`s le jet late´ral de gauche, on constate qu’il a e´galement la
forme d’un dipoˆle tourbillonnaire en forme de champignon, caracte´ristique de la phase initiale
d’e´mission d’un jet (“starting jet”), voir la figure 10 de Krueger et Gharib (2003). Il semble
donc que l’e´mission de fluide se fasse de manie`re pulse´e. La se´rie de prises de vues successives
de la figure 3.11 le confirme. Cette se´quence d’images correspond a` un cycle de passage de
l’anneau primaire. Les images 1 et 12 sont dans le plan de l’anneau de Kelvin-Helmholtz alors
que les images 6 et 7 se situent dans le plan de la tresse. Dans cette situation, on distingue 4
paires de tourbillons dont deux sont prolonge´es par des e´jections, note´es 1 et 2 sur la premie`re
image. La structure dipolaire associe´e a` l’e´jection 1 est marque´ d’une fle`che. On peut ainsi
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Figure 3.11: Coupes transversales du jet pour S = 0.5 etRe = 1500 a` x/D = 4.4. Ces 12 images successives
sont tire´es d’un film re´alise´ avec une fre´quence d’acquisition de 1540 Hz et un temps d’exposition de 0.645
ms. La se´quence de´marre en haut a` gauche et se lit de gauche a` droite et de haut en bas. La fre´quence de
l’instabilite´ primaire est de ∼ 150 Hz.
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suivre sa position au cours du temps : elle est anime´e d’un mouvement radial vers l’exte´rieur
du jet pour finalement se fondre dans le fluide pre´ce´demment e´jecte´. Ce phe´nome`ne corres-
pond a` une pulsation du jet late´ral. La paire de tourbillon de la tresse suivante apparaˆıt
sur les trois dernie`res images a` la pe´riphe´rie de l’anneau primaire. Ce phe´nome`ne ayant e´te´
observe´ sur plusieurs films1, on peut conclure que les e´jections late´rales sont le re´sultat d’une
e´mission de fluide le´ger pulse´e au rythme de passage des anneaux primaires comme repre´sente´
sur le sche´ma de la figure 3.9. Cependant, Monkewitz et Pfizenmaier (1991) ont affirme´ que
les e´jections late´rales sont continues et que le passage de l’anneau primaire impose une mo-
dulation de la vitesse d’e´jection, voir leur figure 8. Leur diagnostic repose sur la mesure LDA
d’une vitesse radiale positive sur un cycle complet de passage de l’onde de Kelvin-Helmholtz,
voir la courbe labelise´e 12 de leur figure 5. Pour rendre possible ces mesures, un forc¸age a e´te´
ne´cessaire afin de stabiliser la position azimutale des jets late´raux. Des controˆleurs ont donc
e´te´ ajoute´ au niveau de la buse a` trois diame`tres de l’axe du jet, cf leur figure 1. Bien que les
auteurs aient affirme´ que ces controˆleurs ont un impact minime sur l’e´coulement, ne ge´ne´rant
qu’un de´ficit d’entraˆınement du jet, il n’est pas certain que leur pre´sence n’ait pas une influence
sur la ge´ne´ration de ces e´jections late´rales. De plus, les vitesses mesure´es par Monkewitz et
Pfizenmaier (1991) peuvent correspondre aux vitesses re´siduelles d’entraˆınement pre´sentes
dans le sillage de l’anneau d’e´mission, comme le sugge`re la pre´sence de fluide ensemence´ dans
le sillage la structure tourbillonnaire a` la figure 3.11. Toutefois, leur conclusion sur le caracte`re
a` la fois continu et module´ des e´jections ne peut eˆtre de´finitivement e´carte´e dans la mesure
ou` ces anneaux sont aussi visibles lorsqu’il y a une acce´le´ration de la vitesse d’e´mission d’un
jet. Ce point reste donc en suspens.
nombre de Reynolds 1500 2000 2500
nombre de films 11 9 13
nombre de stations longitudinales 4 5 5
nombre de jets late´raux 1 a` 2 1 a` 4 1 a` 3
nombre de dipoˆles longitudinaux 2 a` 5 3 a` 6 5 a` 7
Tableau 3.2: De´tails de la se´rie de visualisations transversales a` S = 0.5 : nombre de films, nombre de
stations longitudinales explore´es, nombre de jets late´raux et de dipoˆles longitudinaux observe´s.
Plusieurs coupes transversales situe´es a` diffe´rentes abscisses longitudinales ont e´te´ re´alise´es
pour Re = 1500, Re = 2000 et Re = 2500 afin de connaˆıtre le nombre d’e´jections et de dipoˆles
longitudinaux associe´s. Les de´tails de la campagne et les re´sultats globaux sont re´sume´s dans
le tableau 3.2. Le nombre azimutal de modes augmente logiquement avec le nombre de Rey-
nolds. En effet, l’enroulement de l’anneau primaire et le champ d’e´tirement qu’il induit dans
la re´gion de la tresse sont d’autant plus intenses que la diffusion mole´culaire est faible. La
tresse devient de plus en plus fine et le nombre de mode augmente en conse´quence. Par contre,
le nombre d’e´jections n’augmente pas continuˆment avec le nombre de Reynolds. Il posse`de
un maximum observe´ pour Re = 2000. Cette diffe´rence de comportement s’explique par la
qualite´ de l’organisation de l’e´coulement. En effet, a` Re = 1500 ou Re = 2500 l’instabilite´
tridimensionnelle secondaire n’est pas re´gulie`re et parfaitement organise´e comme le de´note la
position e´parse et ale´atoire ainsi que la taille variable des dipoˆles longitudinaux a` la figure 3.8.
Par contre, a` Re = 2000, l’instabilite´ secondaire pre´sente une structure pe´riodique marque´e
avec des dipoˆles tre`s re´guliers comme on peut le constater a` la figure 3.12. Cette re´gularite´ est
1voir annexe B
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Figure 3.12: coupes transversales du jet pour Re = 2000 et S = 0.5 (a) a` x/D = 2.2 dans le plan de
l’anneau primaire, (b) a` x/D = 2.2 dans le plan de la tresse, (c) a` x/D = 3.1 dans le plan de l’anneau
primaire et (d) a` x/D = 3.1 dans le plan de la tresse. Ces images sont tire´es de deux films re´alise´s avec
une fre´quence d’acquisition de 1540 Hz et un temps d’exposition de 0.646 ms. La fre´quence de l’instabilite´
primaire est de ∼ 190 Hz.
observe´e aussi bien en amont des e´jections, figures 3.12.a-b, qu’en pre´sence des jets late´raux,
figures 3.12.c-d. Ce phe´nome`ne explique aussi le caracte`re stable/instable de la position azi-
mutale des e´jections mentionne´ au paragraphe pre´ce´dent. Cette organisation remarquable de
l’e´coulement ressemble fortement a` celle des jets corrugue´s, voir par exemple la figure 4 de
Hu et al. (2001), a` la diffe´rence pre`s que cette re´gularite´ est ici naturelle.
Des mesures sur l’ensemble des images de la campagne ont permis d’obtenir une valeur
moyenne du nombre d’onde azimutal de l’instabilite´ secondaire, figure 3.13.a. L’augmentation
du nombre d’onde avec le Reynolds est donc confirme´e qualitativement et semble line´aire.
Ce re´sultat est en tre`s bon accord avec ceux de Liepmann et Gharib (1992) dans le cas
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Figure 3.13: Caracte´ristiques des paires de tourbillons longitudinaux issus de l’instabilite´ secondaire pour
un jet de rapport de densite´ S = 0.5 : (a) nombre d’onde azimutal et (b) taille du dipoˆle en fonction du
nombre de Reynolds. La taille de la paire de tourbillon est mesure´e en pixels comme la distance entre les
cœurs.
homoge`ne. Les valeurs moyennes obtenues n’e´tant pas entie`res, il faut bien e´videmment les
arrondir a` l’entier le plus proche pour connaˆıtre le mode tridimensionnel secondaire pre´fe´re´
du jet le´ger. On obtient respectivement un mode 3, 5, 7 pour un nombre de Reynolds de
1500, 2000, 2500. La figure 3.13.b illustre l’e´volution de la taille des dipoˆles avec le nombre de
Reynolds. Elle est de´finie comme la distance entre les cœurs des deux tourbillons du dipoˆle et
sa valeur est adimensionne´e par le diame`tre de la buse. Les mesures ont e´te´ re´alise´es a` plusieurs
stations longitudinales et c’est pourquoi les barres d’erreurs repre´sententant l’e´cart-type sont
grandes. Les donne´es indiquent que la taille de ces structures est inversement proportionnelle
au nombre de Reynolds. Ce re´sultat est logique puisque leur nombre augmente avec le nombre
de Reynolds.
3.4 Validation du mode`le
Ce chapitre se termine par la validation du mode`le adopte´ au chapitre 2 a` partir des
donne´es expe´rimentales. En effet, pour de´river les e´quations re´gissant la dynamique des
e´coulements cisaille´s libres a` densite´ variable, les deux hypothe`ses suivantes on e´te´ avance´es :
on conside`re (i) que l’e´coulement est incompressible et (ii) que les forces de flottabilite´ n’ont
pas d’influence sur sa dynamique dans la zone de transition. Ces deux suppositions sont ici
confirme´es dans le cas des jets ronds de me´lange air-he´lium validant ainsi le mode`le.
3.4.1 L’hypothe`se d’incompressibilite´
La limite du domaine compressible n’est pas unique et nette puisqu’elle de´pend du seuil
d’erreur tole´re´e lorsqu’on utilise l’approximation incompressible a` la place des formules com-
pressibles. Chassaing (1997) fixe la limite a` Mach M = 0.2 puisque dans ce cas, le re´sultat du
calcul de la vitesse obtenu en conside´rant un e´coulement incompressible ne diffe`re pas plus
de 1% de la valeur trouve´e en tenant compte des effets de la compresssibilite´. Afin de valider
cette hypothe`se, il suffit de de´terminer le nombre de mach maximal dans la situation qui nous
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Figure 3.14: E´volution du nombre de Mach maximal en fonction du rapport de densite´ du jet.
inte´resse et s’assurer qu’il reste dans la limite incompressible.
Le travail re´side ici dans l’e´valuation de la vitesse du son pour un me´lange air-he´lium. En
effet, pour un gaz parfait elle s’e´value simplement par a =
√
γrT et il est donc ne´cessaire
d’e´valuer les valeurs de γ et r pour un me´lange air-he´lium donne´. Pour un me´lange de deux
gaz parfaits note´s α et β on a, Borel (1991) :
rmelange = Cα rα + (1− Cα) rβ , (3.4)
cv,melange = Cα cv,α + (1− Cα) cv,β , (3.5)
cp,melange = Cα cp,α + (1− Cα) cp,β , (3.6)
ou` Cα de´signe la fraction massique du gaz α dans le me´lange. On peut alors calculer aise´ment
le rapport des chaleurs spe´cifiques γmelange et en de´duire la vitesse du son dans le me´lange.
La figure 3.14 donne l’e´volution du Mach maximal rencontre´ ici2 en fonction du rapport
de densite´ S du jet. On constate que l’hypothe`se d’incompressibilite´ est valide puisque l’on
n’exce`de pas un nombre de Mach de 0.15.
3.4.2 Des forces de flottabilite´ ne´gligeables
La puissance relative des forces de flottabilite´ varie avec la distance longitudinale ce qui
permet de de´couper le jet en trois zones, Chen et Rodi (1976) : une premie`re zone en sortie de
buse ou` le jet est inertiel, une zone lointaine de panache (”plume”) ou` les forces de flottabilite´
sont pre´dominantes, et une zone interme´diaire de transition entre les deux comportements du
jet. Cependant, Joly (1994) a propose´ une partition diffe´rente du jet base´e sur l’e´quation de la
dynamique du mouvement moyen. Pour un jet incompressible laminaire en sortie de buse, ce
de´coupage se limite a` deux zones : une re´gion inertielle domine´e par une dynamique de type
2Mmax correspond a` la vitesse maximale de 50 m.s
−1.
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Figure 3.15: Abscisse adimensionnel d’apparition des jets late´raux en fonction du nombre de Reynolds pour
un jet de rapport de densite´ S = 0.5. La droite de´limitant les deux zones du jet est calcule´e selon le crite`re
propose´ par Joly (1994).
advection/diffusion (zone I) et une re´gion de panache (zone II). L’abscisse de de´limitation de










ou` Fr = ρjetU
2
jet/gD(ρ∞−ρjet) est le nombre de Froude global du jet, S le rapport de densite´,
Au1 = 6.2 et Aρ1 = 5 sont des constantes propose´es par Chen et Rodi (1976) pour assurer la
meilleure repre´sentation des re´sultats expe´rimentaux, et β = 0.0325 le seuil en dessous duquel
l’influence des forces de flottabilite´ est ne´gligeable.
Pour connaˆıtre l’influence des forces de gravite´ sur la ge´ne´ration des jets late´raux, il suffit
de connaˆıtre la zone dans laquelle ils apparaissent. La figure 3.15 pre´sente l’abscisse longi-
tudinale adimensionnelle d’apparition des jets late´raux en fonction du nombre de Reynolds
pour un jet de rapport de densite´ S = 0.5. Les donne´es sont issues de mesures re´alise´es
sur les images obtenues pendant la campagne d’essai. On constate que l’apparition des jets
late´raux se fait essentiellement dans la zone inertielle a` l’exception des nombres de Reynolds
de l’ordre de 1000 pour lesquels les jets sont ge´ne´re´s a` la frontie`re entre les deux zones. En
analysant la figure 3.15, il faut garder a` l’esprit que l’e´tude de stabilite´ concerne les modes 3D
caracte´rise´s par les paires de tourbillons longitudinaux qui naissent en amont des e´jections.
Finalement, la dynamique conduisant aux jets late´raux est exempte d’effets de flottabilite´
puisque ce phe´nome`ne se produit essentiellement dans la zone inertielle du jet. La seconde
hypothe`se avance´e lors de l’e´tablissement du mode`le physique est ainsi valide´e.
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Chapitre 4
E´tude de stabilite´ : me´thodes
nume´riques et e´quations
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L’objet de ce chapitre est la description, la mise en place et la validation des outils
nume´riques ne´cessaires a` l’analyse de stabilite´ des couches de me´langes a` densite´ variable.
Apre`s un rappel ge´ne´ral sur les e´tudes de stabilite´ line´aire, on pre´sente au second paragraphe
les me´thodes spectrales utilise´es ici pour re´soudre le syste`me d’e´quations associe´. Le chapitre
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se termine par la description de l’e´coulement d’e´tude, l’obtention des e´quations aux perturba-
tions, la pre´sentation de la me´thode spectrale choisie pour ce proble`me ainsi que la validation
du code de stabilite´.
4.1 E´tude de stabilite´ line´aire
4.1.1 Stabilite´ line´aire des e´coulements
L’e´tude de stabilite´ des e´coulements a e´te´ initie´e a` la fin du 19eme sie`cle avec les travaux
de Helmholtz, Kelvin, Rayleigh et Reynolds. Lorsqu’un e´coulement initialement laminaire est
instable, la moindre perturbation va entraˆıner sa de´sorganisation avec l’apparition de mou-
vements aux petites e´chelles impliquant sa transition vers la turbulence. L’e´tude de stabilite´
line´aire d’un e´coulement revient a` chercher s’il existe une (ou plusieurs) perturbation(s) sus-
ceptible(s) d’initier la transition vers la turbulence. On e´crit alors les variables de l’e´coulement
comme e´tant la superposition de l’e´coulement de base1, i.e. de l’e´coulement initial solution
des e´quations de Navier-Stokes, et de la perturbation :









et on les reporte dans les e´quations. L’attention est porte´e sur la pe´riode initiale de la transi-
tion lorsque l’amplitude de la perturbation reste suffisamment petite, i.e. ǫ≪ 1. L’hypothe`se
de perturbation de faible amplitude nous incite a` ne garder que les termes du premier ordre
en ǫ : on parle de line´arisation des e´quations autour de l’e´tat de base (Drazin et Reid, 1981;
Charru, 2001; Drazin, 2002). On obtient ainsi un syste`me line´aire d’e´quations aux de´rive´es
partielles (EDP). La poursuite de l’e´tude de stabilite´ consiste a` chercher s’il existe des pertur-
bations instables et le cas e´che´ant a` de´terminer celles qui sont le plus amplifie´es en choisissant
une me´thode nume´rique approprie´e pour re´soudre le syste`me d’e´quations (voir section sui-
vante).
A chaque type d’e´coulement instable correspond un me´canisme physique de´stabilisant dont
l’intensite´ est contenue dans un nombre sans dimension P tel le nombre de Reynolds pour
les couches limites. Ce parame`tre P controˆle alors la nature instable ou non de l’e´coulement
et pre´sente une ou plusieurs valeurs critiques correspondant a` un changement de nature de
l’e´coulement vis-a`-vis de sa re´ponse impulsionelle, c’est-a`-dire sa re´ponse a` une perturba-
tion localise´e en temps et en espace, Huerre et Monkewitz (1990). Le de´veloppement spatio-
temporel de la perturbation permet de distinguer trois classes principales d’e´coulements :
– les e´coulements stables : la perturbation s’estompe dans le temps et dans l’espace
– les e´coulements convectivement instables : la perturbation est advecte´e par le mouve-
ment moyen et laisse tout point de l’e´coulement non-perturbe´ apre`s son passage. La
perturbation est amplifie´e spatialement
– les e´coulements absolument instables : la perturbation s’amplifie a` la fois dans le temps
et dans l’espace. Progressivement, la zone instable grandit pour contaminer tout l’e´coule-
ment.
Pour une revue comple`te des instabilite´s hydrodynamiques classiques, se reporter par exemple
a` Drazin et Reid (1981), Charru (2001) et Drazin (2002). Le cisaillement (shear), me´canisme
non-visqueux lie´ aux gradients du champ de vitesse, est a` l’origine des instabilite´s des jets
1on utilise aussi l’expression “e´tat de base”.
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et couches de me´langes. Dans le cas des e´coulements cisaille´s a` densite´ variable, le couple
barocline vient s’ajouter au cisaillement pour modifier les caracte´ristiques des perturbations.
4.1.2 Forme des perturbations
Onmode´lise ge´ne´ralement les perturbations e´le´mentaires sous la forme d’un paquet d’ondes
qui se de´place en transportant l’e´nergie de la perturbation avec une vitesse de propaga-
tion propre, appele´e vitesse de groupe, Lighthill (1978). Dans ce cas, la perturbation est
de´compose´e en ondes e´le´mentaires sinuso¨ıdales de la forme φ(y) ei(kx− ωt) ou` x de´signe la
direction de propagation, φ(y) la distribution transverse d’amplitude, k le nombre d’onde
complexe et ω la fre´quence complexe. Dans la plupart des cas, la distribution transverse de
l’amplitude φ(y) satisfait une e´quation diffe´rentielle ordinaire qui, par l’imposition de condi-
tions limites approprie´es, peut eˆtre transforme´e en un proble`me aux valeurs propres. Ce
syste`me ne pre´sente alors de solution que si k et ω satisfont une relation de dispersion de la
forme :
D [k, ω, P ] = 0 . (4.2)
On distingue les modes temporels ω(k, P ) pour lesquels la fre´quence complexe ω = ωr+iωi est
de´termine´ en fonction du nombre d’onde k re´el, des branches spatiales k(ω, P ) ou` les nombres
d’onde complexes k = kr+ iki sont calcule´s pour une fre´quence ω re´elle. Le crite`re de stabilite´
line´aire d’un e´coulement est lie´ aux modes temporels. Soit kmax le nombre d’onde re´el pour
lequel le taux de croissance temporel est maximum ωi,max = ωi(kmax). Un e´coulement est dit
line´airement stable si ωi,max < 0 et line´airement instable si ωi,max > 0. Parmi ces e´coulements
instables, seule la connaissance du de´veloppement spatio-temporel des perturbations permet
de distinguer les e´coulements convectivement instables des e´coulements absolument instables.
S’il existe une onde du paquet qui est amplifie´e le long du rayon x/t = 0 alors l’instabilite´ est
absolue et dans le cas contraire elle est convective, voir figure 1.4. L’ onde correspondant a` ce
rayon posse`de une vitesse de groupe nulle. Soit k0 son nombre d’onde complexe, alors d’apre`s
la de´finition de la vitesse de groupe, il vient :
∂ω
∂k
(k0) = 0 . (4.3)
La fre´quence complexe correspondante, ω0 = ω(k0), est appele´e fre´quence absolue et le taux
de croissance associe´ est ω0,i = ωi(k0). Si ω0,i > 0, l’e´coulement est absolument instable alors
que si ω0,i < 0, l’e´coulement est convectivement instable. Le taux de croissance absolu ω0,i
caracte´rise l’e´volution temporelle de l’onde associe´e a` k0, observe´e a` station spatiale fixe pour
t → ∞, alors que le taux de croissance maximum ωi,max est observe´ en suivant la creˆte du
paquet d’onde, Huerre et Monkewitz (1990). Le taux de croissance maximum ωi,max constitue
une borne supe´rieure pour le taux de croissance de toute onde se propageant le long d’un rayon
quelconque, ainsi ω0,i ≤ ωi,max. De ce fait, l’e´tude de stabilite´ temporelle donne toujours la
perturbation la plus amplifie´e mais ne permet pas de statuer sur la nature convective-absolue
de l’e´coulement e´tudie´. C’est donc une approche temporelle qui est le plus souvent utilise´e
dans les e´tudes de stabilite´ des e´coulements et c’est celle qui est adopte´e ici. On re´e´crit alors
les perturbations sous la forme φ(y) e(ikx+σt) ou` k ∈ R et σ = σr + iω avec σr le taux de
croissance temporel et ω la fre´quence temporelle de l’onde.
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4.2 Me´thodes Spectrales : de´finition et application aux e´tudes
de stabilite´ temporelle
Le syste`me d’EDP que doit satisfaire la distribution d’amplitude des perturbations est
re´solu au moyen des me´thodes spectrales. En effet, elles sont aujourd’hui tre`s largement uti-
lise´es pour la stabilite´ des e´coulements parce qu’elles pre´sentent une convergence exponentielle
vers la solution, et parce qu’il existe maintenant des algorithmes efficaces pour re´soudre les
proble`mes d’alge`bre line´aire. Leur principe consiste a` rechercher la solution sous forme d’une
se´rie tronque´e de fonctions de base re´gulie`res connues, dont le choix repose essentiellement
sur les conditions aux limites du proble`me. Ce paragraphe pre´sente leur mise en oeuvre sur
un exemple ge´ne´ral, caracte´ristique des proble`mes de stabilite´.
Ayant fait le choix d’une e´tude de stabilite´ temporelle, le syste`me d’EDP que ve´rifie la
distribution d’amplitude de l’onde est un proble`me de la forme ge´ne´rale suivante2 :
L1[f ](x) = σL2[f ](x) x ∈ Ω , (4.4)
γ[f ](x) = 0 x ∈ Ω¯ , (4.5)
ou` Ω est un ensemble inclus dans l’ensemble des nombres complexes C de frontie`re Ω¯, f est
une fonction de C dans C appartenant a` un espace Hermitien H, L1 et L2 deux ope´rateurs
diffe´rentiels line´aires de H dans H, σ un nombre complexe et γ un ope´rateur de trace
de´terminant les conditions aux limites de f . Soit G = {f ∈ H / γ[f ] = 0}, le sous-espace
des fonctions de H qui ve´rifient les conditions aux limites (4.5), on nomme (φn)n∈ N une
base orthonorme´e de G. On peut alors e´crire la solution du syste`me (4.4)-(4.5) comme une





(fn)n∈ N de´signant le spectre de f , dont on peut calculer une approximation f
N en tronquant





Cette approximation ve´rifie naturellement les conditions aux limites et l’erreur commise,
appele´e re´sidu, est un e´le´ment de H et s’e´crit :
R[fN ] = L1[fN ](x)− σL2[fN ](x) . (4.8)
La meilleure approximation de niveau N de f est celle qui minimise le re´sidu R[fN ]. Selon
la terminologie de Boyd (2000), on choisit (N +1) fonctions-test approprie´es (ψn) ∈ G et on





2A ce stade, l’obtention de cette forme n’est pas a priori e´vidente, en particulier pour un lecteur non initie´
aux e´tudes de stabilite´. Elle le deviendra avec la lecture de la suite de ce chapitre lorsque les e´quations de
stabilite´ seront de´rive´es pour le cas qui nous inte´resse ici.
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ou` w(x) est la fonction de poids et ()∗ de´signe le complexe conjugue´. La norme associe´e est







On peut alors minimiser l’erreur en imposant au re´sidu d’avoir une projection nulle sur le
sous-ensemble de G engendre´ par les (ψi)i∈ [0,N ], i.e. :〈R[fN ], ψi〉 = 0 i ∈ [0, N ] . (4.11)
On obtient ainsi un syste`me de (N + 1) e´quations dont les inconnues sont les coefficients
spectraux (fn)n∈ [0,N ]. L’e´quation (4.4) se transforme en un proble`me aux valeurs propres
ge´ne´ralise´ de la forme Ax = σBx ou` les valeurs propres sont les fre´quences temporelles com-
plexes des perturbations et les vecteurs propres associe´s correspondent a` leurs spectres. Il
existe plusieurs me´thodes diffe´rentes suivant le type des fonctions-test choisies, toutes re-
groupe´es sous l’appellation de me´thodes des re´sidus par moyenne ponde´re´e (”mean weighted
residual methods”). La pre´sentation des me´thodes est ici limite´e aux me´thodes dites de Col-
location et de Galerkin qui sont utilise´es pour la pre´sente e´tude de stabilite´. Pour en savoir
plus sur les autres me´thodes spectrales, se re´fe´rer par exemple a` Canuto et al. (1991) ou Boyd
(2000).
La me´thode de Collocation correspond au choix des fonctions-test suivantes :
ψi = δ(x− xi) , (4.12)
ou` (xi)i∈ [0,N ] sont les points de collocation qui de´pendent des fonctions de base et δ(x) est la
fonction de Dirac. Ces points sont issus des formules de quadrature permettant d’e´valuer de
manie`re discre`te le produit scalaire des fonctions (φn)n∈ [0,N ], Canuto et al. (1991). C’est la
me´thode spectrale la plus simple a` mettre en oeuvre puisque son utilisation revient simplement
a` imposer la nullite´ de l’e´quation (4.4) aux points de collocation. On travaille alors dans
l’espace physique, c’est pourquoi on lui donne aussi le nom de me´thode pseudo spectrale.
Pour la me´thode de Galerkin, les fonctions de la base sont utilise´es comme fonctions-test,
i.e. :
ψi = φi . (4.13)
Le re´sidu a donc une projection nulle sur le sous-ensemble GN de G engendre´ par les (φn)n∈;[0,N ],
ce qui fait de fN la meilleure approximation de niveau N . La re´solution du syste`me line´aire
se fait dans l’espace spectral et le travail re´side dans l’e´valuation des produits scalaires entre
le re´sidu et les fonctions de base.
4.3 Stabilite´ bidimensionnelle
Connaissant l’influence importante des formes et positions relatives des profils de vitesse
et de densite´ sur la stabilite´ bidimensionnelle des couches de me´lange a` densite´ variable
(Joly, 2002) et des jets plans a` densite´ variable (Raynal et al., 1996), il est tre`s probable que
l’instabilite´ primaire des jets ronds soit sensible a` ces meˆmes parame`tres ge´ome´triques. C’est
pourquoi, une premie`re e´tude de stabilite´ bidimensionnelle a e´te´ mene´e pour les jets ronds,
permettant de surcroˆıt de se familiariser avec les me´thodes spectrales en commenc¸ant par un
cas d’e´tude simple avant de passer a` la stabilite´ tridimensionnelle.
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4.3.1 Description de l’e´coulement de base
On conside`re un jet rond dont la densite´ est diffe´rente de celle du milieu ambiant au repos.
On de´finit le rayon de demi-vitesse R du jet comme e´chelle de longueur, la demi-vitesse du jet
sur l’axe Ujet/2 comme e´chelle de vitesse et la masse volumique moyenne ρm = (ρjet+ ρ∞)/2
comme e´chelle de densite´. En ge´ome´trie cylindrique, le syste`me de coordonne´es (x, r, θ) est
choisi de telle sorte que l’axe x corresponde avec l’axe du jet, l’axe r avec la direction radiale et
l’axe θ avec la direction orthoradiale du jet. Dans ce cas, les champs de l’e´tat de base, ~U = U ~ex,
P et R, ne de´pendent que de la coordonne´e radiale. On choisit les profils adimensionnels de
vitesse et de densite´ suivants, dont les caracte´ristiques sont repre´sente´es a` la figure 4.1 :





















ou` le contraste de densite´ s’e´crit Cρ = (ρjet − ρ∞)/(ρjet + ρ∞). L’utilisation d’un profil de
vitesse en tangente hyperbolique est justifie´e en raison de sa bonne comparaison avec un profil
expe´rimental de vitesse de jet rond. Pour la suite, le rapport entre le rayon du jet et l’e´paisseur
de quantite´ de mouvement de la couche de cisaillement du jet est fixe´ a` R/θ = 11. Cette valeur
est repre´sentative de celle d’un jet de buse a` faible nombre de Reynolds et correspond aux
conditions de l’e´tude des jets homoge`nes de Brancher (1996). En outre, le rapport d’e´paisseur
ǫ = θ/θρ entre l’e´paisseur de quantite´ de mouvement de la couche de me´lange jet et l’e´paisseur
du gradient de densite´, et le de´calage r0 entre le point d’inflexion du profil de densite´ et celui
du profil de vitesse, peuvent varier se´pare´ment.
Figure 4.1: Sche´ma des profils initiaux de vitesse et de densite´ d’un jet rond plus le´ger que le milieu ambiant.
4.3.2 De´rivation des e´quations aux perturbations
Comme l’instabilite´ primaire du jet est d’origine non-visqueuse, les e´quations d’Euler
(2.26)-(2.28) sont choisies pour l’e´tude de stabilite´ bidimensionnelle des jets ronds. De plus,
l’e´tude de stabilite´ 2D des couches de me´lange a` densite´ variable de Joly (2002) montre que
ces e´quations restituent correctement l’influence du couple barocline sur l’instabilite´ primaire.
Elles sont line´arise´es en donnant aux champs de vitesse, de pression et densite´ la forme usuelle
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suivante :
~u = ~U + ~ˆu , (4.16)
ρ = R+ ρˆ , (4.17)
p = P + pˆ , (4.18)
ou` ~U , P et R repre´sentent les champs de l’e´coulement de base et ~ˆu, pˆ et ρˆ les perturbations.
On obtient :
Dtρˆ = 0 , (4.19)
∇ · ~ˆu = 0 , (4.20)
RDt~ˆu+R~ˆu ·∇~U + ρˆ~U ·∇~U = −∇pˆ . (4.21)
Le syste`me est re´duit a` une seule e´quation pour la perturbation radiale de vitesse conduisant

















uˆr = 0 , (4.22)
ou` le prime de´note une de´rivation par rapprt a` r. La perturbation est recherche´e sous la forme
modale uˆr(x, r, t) = u˜r(r) e








































La perturbation e´tant pe´riodique dans la direction x, seules les conditions aux limites en r = 0
et r = +∞ doivent eˆtre spe´cifie´es. Loin du jet, le milieu ambiant est non-perturbe´, donc il
vient :
u˜r = 0, r = +∞ . (4.24)
Le comportement de la perturbation sur l’axe du jet doit eˆtre conside´re´ en terme de parite´
du mode : la perturbation radiale de vitesse est une fonction impaire de r :
u˜r = 0, r = 0 . (4.25)
Comme les champs de l’e´tat de base ont un expression analytique, on peut pre´voir le compor-
tement asymptotique de la perturbation sur l’axe en conside´rant le terme de premier ordre des
de´veloppements en se´rie de Taylor dans l’e´quation (4.23), Joly, Fontane et Chassaing (2005).
Il vient :
u˜r ∼ O(r) (4.26)
4.3.3 Me´thode de Chebychev Collocation
Comme pre´cise´ au paragraphe pre´ce´dent, ce sont les conditions aux limites qui orientent
la forme des fonctions de base et donc le choix de la me´thode spectrale employe´e pour la
re´solution nume´rique du proble`me de stabilite´. Dans le cas du jet, la condition a` la limite
sur l’axe du jet est ge´ne´ralement plus difficile a` imple´menter en raison de la divergence des
termes en 1/r. Afin d’e´viter ce proble`me, on choisit de re´soudre l’e´quation de Rayleigh (4.23)
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sur R. Les conditions aux limites sont re´e´crites de manie`re a` imposer l’annulation des pertur-
bations loin du jet en r = −∞ et en r = +∞. Les champs physiques e´tant de´finis sur [0,+∞],
la re´solution du proble`me sur R implique l’imposition de la syme´trie (4.25) a` la perturba-
tion radiale de vitesse. Nous avons ici opte´ pour une me´thode de Chebychev Collocation. Le
choix des polynoˆmes de Chebychev, de´finis sur [−1, 1], ne´cessite l’utilisation d’une transfor-
mation ge´ome´trique (”mapping” dans la litte´rature anglo-saxonne) pour faire correspondre de
manie`re univoque l’intervalle [−1, 1] a` l’espace physique R. Peyret (2002) pre´sente plusieurs
mapping adapte´s a` la situation pre´sente. Notre choix s’est porte´ sur le mapping exponentiel
utilise´ par Leblanc et Cambon (1998) et Cortesi, Yadigaroglu et Banerjee (1998) puisque les
polynoˆmes rationnels de Chebychev ainsi construits satisfont naturellement les conditions aux






ou` H est un parame`tre ge´ome´trique variable, appele´ parame`tre de mapping, qui permet
de dilater ou de comprimer la re´partition des points de collocation autour de r = 0. La













de´signe le nieme polynoˆme de Chebychev. Le produit scalaire







La se´rie (4.28) est tronque´e a` un niveau N pair afin qu’aucun point de collocation ne soit sur
l’axe du jet. Les points de collocations retenus ici sont les points provenant de la formule de






j ∈ [0, N ] . (4.30)
En appliquant cette me´thode a` l’e´quation (4.23), on obtient un proble`me aux valeurs propres
ge´ne´ralise´ de la forme Ax = σBx ou` les composantes du vecteur propre x sont les coefficients
de Chebychev de la perturbation radiale de vitesse. Le proble`me est re´solu en environnement
MATLAB.
4.3.4 convergence
La convergence de la proce´dure nume´rique vers la solution du proble`me de stabilite´ de´pend
essentiellement du niveau de troncature N . Fabre et Jacquin (2004) ont utilise´ le crite`re de
convergence appele´ “re´sidu spectral” qui mesure le poids du dernier de´cile des coefficients
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Des valeurs de Cs proche de ze´ro indiquent que la solution ne pre´sente pas d’oscillations aux
grands nombres d’onde, ce qui caracte´rise une solution converge´e. L’utilisation de ce crite`re
implique la capacite´ d’augmenter le niveau de troncature jusqu’a` avoir obtenu la convergence,
de l’ordre de 1% ici. Ce crite`re, utilise´ pour le code de stabilite´ 2D, permet l’adaptation
ite´rative du nombre de modes lorsque le niveau de troncature standard, ici N = 100, ne donne
pas un degre´ de convergence satisfaisant. Ce crite`re impose dans les cas les plus de´favorables
d’accroˆıtre le niveau de troncature jusqu’ a` N = 386.

















Figure 4.2: Influence du parame`tre de mapping sur les re´sultats de stabilite´ d’un jet rond homoge`ne avec
αθ = 0.23, R/θ = 11 et N = 150. (a) influence sur le taux de croissance de l’instabilite´. (b) Influence sur
l’erreur commise.
Pour un niveau de troncature fixe´, la qualite´ de la solution nume´rique est sensible au
parame`tre ge´ome´trique H, correspondant au parame`tre de mapping. Pour la me´thode de
Chebychev Collocation, il s’agit de re´partir les points de collocation correctement dans la
zone instable de l’e´coulement de base. Il ne faut pas concentrer les points pre`s de l’axe du jet,
i.e. H << 1, ni trop loin de la couche de cisaillement du jet, i.e. H >> 1. Il existe toutefois
une plage de valeurs de H pour laquelle la solution est bien estime´e et moins sensible a`
ce parame`tre ge´ome´trique. Par exemple, la figure 4.2.a montre que le taux de croissance
de l’instabilite´ de Kelvin-Helmhotz d’un jet homoge`ne pour un nombre d’onde αθ = 0.23
est constant pour H ∈ [0.66, 1.09]. Dans cette gamme, il existe une valeur de H optimale
pour laquelle l’erreur commise sur la solution est minimale. Dans le cas de la me´thode de
Chebychev Collocation, il existe des fonctionnelles constituant une borne supe´rieure de la
norme du re´sidu, voir Canuto et al. (1991) ou Peyret (2002). L’une d’elle, utilise´e par Cortesi,
Yadigaroglu et Banerjee (1998) pour l’auto-adaptation du maillage de leurs simulations, peut
s’estimer a` l’aide des coefficients de fN :∥∥f − fN∥∥
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ou` les cn sont des coefficients de normalisation valant cn = 1 pour n ∈ [1, N − 1] et c0 =
cN = 2. Par ailleurs, les coefficients spectraux fn peuvent eˆtre ponde´re´s par un terme en
ni, donnant un poids plus important aux coefficients correspondant aux hautes fre´quences,
Cortesi, Yadigaroglu et Banerjee (1998). La figure 4.2.b montre l’e´volution de JN en fonction
deH pour les meˆmes conditions de calcul que celles de la figure 4.2.a. L’optimum du parame`tre
de mapping est net et il vaut dans ce cas Hopt = 0.91. Cette fonctionnelle est employe´e avec
i = 4 pour la stabilite´ 2D des jets afin d’optimiser le parame`tre de mapping une fois que la
convergence en N est obtenue.
4.4 Stabilite´ tridimensionnelle
4.4.1 Discussion
La forme non-visqueuse des e´quations ayant e´te´ employe´e pour la stabilite´ 2D des jets,
la logique voudrait que l’on garde les e´quations d’Euler pour la recherche des instabilite´s
secondaires des e´coulements cisaille´s libres a` densite´ variable. En outre, on sait que ce choix
n’alte`re pas la capacite´ du mode`le a` restituer de manie`re satisfaisante le comportement des
e´coulements cisaille´s libres a` densite´ variable. En effet, de pre´ce´dentes e´tudes ont montre´ que
l’essentiel de la dynamique de ces e´coulements et de leur transition vers la turbulence peut eˆtre
de´crite par un mode`le non visqueux. En situation homoge`ne, les simulations non visqueuses
de Ashurst et Meiburg (1988) pour les couches de me´langes planes et de Martin et Meiburg
(1991) pour les jets ronds ont fournis une dynamique de ces e´coulements en tre`s bon accord
avec les re´sultats expe´rimentaux ou ceux obtenus par des simulations nume´riques visqueuses.
Par ailleurs, les effets baroclines inertiels sont d’origine non-visqueuse3 et les e´quations d’Euler
de´crivent correctement la manie`re dont ils alte`rent la stabilite´ des e´coulements comme l’ont
montre´ les e´tudes de stabilite´ bidimensionnelle de Joly (2002) pour les couches de me´langes
planes et de Joly, Fontane et Chassaing (2005) pour les tourbillons. Par ailleurs, l’absence
de diffusion mole´culaire induit une dynamique isovolume4, et donc un champ de vitesse a`
divergence nulle. Dans ce cas, on obtient une relation mathe´matique simple entre les trois
composantes du champ de vitesse, ce qui permet de re´duire facilement le syste`me d’e´quations
par une e´limination directe d’une de ces trois composantes. Or, ce point n’est plus valable
en e´coulement visqueux puisque le terme de masse volumique intervient dans l’e´quation de
dilatation/compression. D’un point de vue pratique, l’hypothe`se eule´rienne est donc favorable
puisqu’elle permet une de´rivation plus simple du syste`me d’e´quations.
Cependant, la viscosite´ posse`de quelques proprie´te´s inte´ressantes vis-a`-vis des e´tudes de
stabilite´. Elle est notamment connue pour atte´nuer les modes nume´riques permettant la re-
cherche directe des modes neutres, Mayer et Powell (1992). De plus, en comparant les re´sultats
de stabilite´ 3D non-visqueux des vortex de Stuart et ceux visqueux de la couche de me´lange,
Klaassen et Peltier (1991) (KP91) ont constate´ que l’activation de la diffusion mole´culaire
fonctionnait comme un filtre passe-bas pour les nombres d’onde amplifie´s. En l’absence des
termes visqueux, les modes 3D sont de plus en plus amplifie´s lorsque le nombre d’onde late´ral
croˆıt, alors que l’e´tude de stabilite´ visqueuse fait ressortir un maximum net d’amplification
correspondant a` des e´chelles plus grandes que celles ou` la viscosite´ est active. Cette seconde
3voir chapitre 1
4voir chapitre 2
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proprie´te´ est tout particulie`rement importante pour le travail envisage´ ici et c’est pourquoi il
est inte´ressant de conserver les termes visqueux dans les e´quations. Finalement, un compro-
mis entre simplicite´ et efficacite´ du mode`le a e´te´ fait, permettant d’avoir une dynamique a`
la fois visqueuse et isovolume : on se place a` nombre de Schmidt et de Prandlt infinis5. Cela
revient finalement a` ne rechercher que les perturbations tridimensionnelles a` champ de vitesse
sole´no¨ıdal. Les e´quations (2.24) et (2.25) deviennent :
Dtρ = 0 , (4.34)
d = 0 , (4.35)
ρ Dt~u = −∇p+ 1
Re
∆~u , (4.36)
Dans la suite de cette partie, on pre´sente l’e´coulement de base ge´ne´re´ de manie`re nume´rique.
Puis les e´quations line´arise´es ainsi que l’e´quation de Poisson, ne´cessaire a` l’e´limination du
terme de pression, sont de´rive´es en ge´ome´trie carte´sienne (couches de me´langes planes) et
en ge´ome´trie cylindrique (jets ronds). Enfin, la section se termine par la mise en place de la
me´thode spectrale de Fourier-Galerkin utilise´e ici.
4.4.2 Ge´ne´ration des rouleaux de Kelvin-Helmholtz a` densite´ variable
On recherche les instabilite´s tridimensionnelles secondaires susceptibles de se de´velopper
dans une couche de me´lange entre deux fluides de densite´ diffe´rente note´s 1 et 2, voir fi-
gure 4.3. On de´finit l0 l’e´paisseur de la couche de me´lange comme e´chelle de longueur,
u0 = (u1 − u2)/2 la demi-diffe´rence de vitesse a` travers la couche de cisaillement comme
e´chelle de vitesse et la masse volumique moyenne ρ0 = (ρ1 + ρ2)/2 comme e´chelle de den-
site´. En ge´ome´trie carte´sienne, on de´finit le syste`me de coordonne´es (x, y, z) de la manie`re
suivante : l’axe x est dans la direction longitudinale de la couche de me´lange, l’axe y dans la
direction du cisaillement et l’axe z dans la direction qui comple`te le trie`dre orthonorme´. Les
champs bidimensionnels de vitesse et de densite´ des rouleaux de Kelvin-Helmholtz a` densite´
variable (RKHDV) ne´cessaires a` la re´solution du proble`me de stabilite´ sont obtenus par voie
nume´rique. L’e´volution temporelle de la couche de me´lange est simule´e par un code spectral











version des e´quations6 (2.24)-(2.25) correspondant aux variables premie`res ~u = (U, V ) et ̺
ou` ̺ = ln(ρ/ρ0) de´signe la densite´ modifie´e. La simulation est initialise´e par les champs
adimensionnels de vitesse ~u = (0, v†) et de densite´ ρ = ρ† avec :














5Voir l’e´quation de la dilatation/compression de´rive´e au chapitre 2
6Le terme lie´ a` la divergence du champ de vitesse multiplie´ par 1/Re2 a e´te´ ne´glige´ dans l’e´quation (4.38)
car il est du second ordre en Re, voir Joly (2002).
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Figure 4.3: Sche´ma des profils initiaux de vitesse et de densite´ d’une couche de me´lange entre deux fluides
de masse volumique diffe´rente d’apre`s Joly (2002).
ou` le contraste de densite´ s’e´crit Cρ = (ρ2 − ρ1)/(ρ2 + ρ1). On fixe sans perte de ge´ne´ralite´
ρ2 > ρ1, car il y a e´quivalence entre les situations co-gradient (u2 > u1 et ρ2 > ρ1) et
contre-gradient (u2 > u1 et ρ2 < ρ1) pour une couche de me´lange a` e´volution temporelle,
Joly (2002). L’e´coulement initial est perturbe´ par le mode le plus instable issu de l’e´tude de
stabilite´ line´aire. Les variables premie`res sont pe´riodise´es dans la direction longitudinale avec
un nombre d’onde α e´gal 1. Elles sont re´solues sur le domaine [0, λx = 2π/α] × [0, H] avec
une condition de surface de glissement en y = 0 et en y = H. On a donc les conditions aux
limites suivantes :
∂yU = 0, V = 0, ∂yρ = 0, ∂yP = 0, y = 0, H . (4.41)
Pour plus de de´tails sur les proce´dures nume´riques utilise´es pour le code voir Joly, Fontane
et Chassaing (2005) ou Joly et Reinaud (2006).
Il faut noter que la manie`re dont sont ge´ne´re´s les champs de RKHDV n’est pas en parfait
accord avec le mode`le d’e´quations choisi pour l’e´tude de stabilite´. En effet, les simulations
nume´riques fonctionnent a` nombre de Schmidt fini. La divergence du champ de vitesse de
l’onde primaire est donc non nulle en raison de la diffusion de la masse. Or les e´quations de
l’e´tude de stabilite´ ont e´te´ de´rive´es sans tenir compte de cette diffusion. Cependant, les termes
ne´glige´s par le mode`le sont multiplie´s par 1/(Re Sc) et seront donc d’autant plus petits que
les nombres de Reynolds et de Schmidt seront grands. On pourra tout de meˆme s’assurer que
les modes restitue´s par le mode`le sont peu sensibles a` ces termes en faisant varier le nombre
de Schmidt de l’e´tat de base.
4.4.3 E´quations line´arise´es
Les e´quations (4.34)-(4.36) sont line´arise´es en donnant aux champs de vitesse, de pression
et densite´ la forme usuelle suivante :
~u = ~U + ~ˆu , (4.42)
ρ = R+ ρˆ , (4.43)
p = P + pˆ , (4.44)
ou` ~U , P et R repre´sentent les champs de l’e´coulement de base bidimensionnel et ~ˆu, pˆ et ρˆ les
perturbations tridimensionnelles. On obtient :
Dtρˆ+ ~ˆu ·∇R = 0 =∇ · ~ˆu , (4.45)
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RDt~ˆu+R~ˆu ·∇~U + ρˆ~U ·∇~U = −∇pˆ+ 1
Re
∆~ˆu . (4.46)
4.4.4 Couche de me´lange a` densite´ variable
Les champs de l’ e´tat de base, ~U = (U, V, 0), P et R, sont bidimensionnels. L’inde´pendance
en z de l’e´coulement de base permet de supposer une forme modale des perturbations dans la
direction late´rale puisqu’aucun des coefficients des e´quations (4.45) et (4.46) ne de´pend de la
coordonne´e z. Par ailleurs, l’ e´coulement de base e´tant pe´riodique en x, de pe´riode 2π/α ou`
α est le nombre d’onde de l’instabilite´ primaire de Kelvin-Helmholtz, la the´orie de Floquet
(Klaassen et Peltier, 1985, 1989, 1991; Leblanc et Cambon, 1998; O’Reilly et Pullin, 2003)
autorise la recherche des perturbations sous la forme :
[uˆ, vˆ, wˆ, pˆ, ρˆ] (x, y, z, t) = [u˜, v˜, w˜, p˜, ρ˜] (x, y)ei(µx+kz)+σt, (4.47)
ou` k est le nombre d’ onde late´ral, µ est l’ exposant de Floquet et σ = σr + iω avec σr le
taux de croissance temporel et ω la fre´quence temporelle de la perturbation7. Les champs
u˜, v˜, w˜, p˜, ρ˜ sont 2π/α-pe´riodiques comme l’e´coulement de base. En toute rigueur, la
forme exponentielle de la de´pendance temporelle n’est valide que pour des e´tats de base
stationnaires. Or, les RKHDV constituent une solution instationnaire des e´quations de Navier-
Stokes. Pour pouvoir donner une de´pendance temporelle exponentielles aux perturbations,
une approche quasi-statique similaire a` celle de Klaassen & Peltier est adopte´e. On suppose
que l’e´coulement e´volue sur deux e´chelles de temps se´pare´es, la plus lente e´tant associe´e
a` l’e´volution des rouleaux primaires et la plus rapide correspondant au de´veloppement des
instabilite´s secondaires. Cette hypothe`se s’appuie sur les observations de Brown et Roshko
(1974) : les rouleaux issus de l’instabilite´ primaire de la couche de me´lange restent cohe´rents
pendant plusieurs pe´riodes apre`s l’apparition en leur sein de mouvements tridimensionnels
aux petites e´chelles, voir notamment leur figure 3. Cependant, il sera ne´cessaire de justifier
cette hypothe`se a posteriori avec une comparaison des taux de croissance des perturbations
vis-a`-vis de celui des RKHDV. On ne retiendra parmi les perturbations susceptibles de se
de´velopper dans l’e´coulement que les modes dont le taux de croissance est grand devant celui
de l’onde Kelvin-Helmholtz, i.e.


















U − U)2 + V 2] dx dy (4.50)
est l’e´nergie cine´tique instantane´e des rouleaux de Kelvin-Helmholtz. U et R de´signent res-













De plus, ces modes instables doivent rester amplifie´s a` un niveau acceptable sur une pe´riode
suffisamment longue de l’e´volution des RKHDV pour atteindre une amplitude finie.
7Ici k et µ dont re´els et σ est complexe puisqu’ on a fait le choix d’une e´tude de stabilite´ temporelle.
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Les modes de Floquet (4.47) sont invariants par la transformation µ → µ ± p α, p ∈ Z,
car les fonctions e±ipαx [u˜, v˜, w˜, p˜, ρ˜] (x, y) sont 2π/α-pe´riodiques dans la direction x. On peut
donc limiter la recherche des modes instables a` −1/2 ≤ µ/α ≤ 1/2. Puisque le produit de deux
fonctions pe´riodiques est pe´riodique si le rapport entre leurs pe´riodes est un nombre rationnel,
les modes de Floquet (4.47) sont pe´riodiques si |µ/α| = a/b, (a, b) ∈ N. On distingue deux
classes principales de modes, Leblanc et Cambon (1998) : les modes fondamentaux de´finis par
|µ/α| = 0 et les modes sous-harmoniques de´finis par |µ/α| = 1/2.
Dans la premie`re classe, les perturbations tridimensionnalisent l’e´coulement en phase avec
celui-ci car elles ont la meˆme pe´riode longitudinale. Elles correspondent par exemple, a` l’in-
stabilite´ translative des vortex de Stuart et des couches de me´lange homoge`nes (Pierrehum-
bert et Widnall, 1982; Metcalfe et al., 1987; Klaassen et Peltier, 1991) et aux instabilite´s
de cisaillement des couches de me´langes stratifie´es (Klaassen et Peltier, 1985, 1991). Dans le
second cas, l’instabilite´ modifie la pe´riodicite´ longitudinale de l’e´coulement en lui imposant
une pe´riode double. Cela correspond notamment a` l’appariement he´lico¨ıdal des rouleaux de
Kelvin-Helmhotz dans les couches de me´langes (Pierrehumbert et Widnall, 1982; Klaassen et
Peltier, 1989). Les autres classes de modes, i.e. |µ/α| ∈ ]0, 1/2[, existent et sont pe´riodiques
si µ/α ∈ Q ou ape´riodiques sinon. Dans les couches de me´lange, Klaassen et Peltier (1989)
ont montre´ que le processus d’amalgamation des rouleaux e´tait sensible a` un large spectre
de modes correspondant a` la fusion d’un nombre diffe´rent de deux rouleaux adjacents. Ce-
pendant, c’est le mode sous-harmonique d’appariement qui est le plus amplifie´, ce qui est en
accord avec la faible occurrence de processus d’amalgamation diffe´rents du mode d’apparie-
ment dans les e´tudes expe´rimentales, Hernan et Jimenez (1982).
Dans la suite, on fixe |µ/α| = 0 : la recherche des modes instables est limite´ aux pertur-
bations qui ont la meˆme pe´riode que l’e´coulement de base puisque les dipoˆles longitudinaux
apparaissent sans modifier la pe´riodicite´ longitudinale des rouleaux de Kelvin-Helmholtz, voir
les visualisations de Brown et Roshko (1974).
En reportant les perturbations de la forme (4.47) dans les e´quations (4.45) et (4.46), il
vient :
σRu˜+RU∂˜xu˜+RV ∂yu˜+RUxu˜+RUyv˜ + (UUx + V Uy) ρ˜ = −∂˜xp˜+ 1
Re
∆˜u˜ , (4.52)
σRv˜ +RU∂˜xv˜ +RV ∂yv˜ +RVxu˜+RVyv˜ + (UVx + V Vy) ρ˜ = −∂yp˜+ 1
Re
∆˜v˜ , (4.53)
σRw˜ +RU∂˜xw˜ +RV ∂yw˜ = −ikp˜+ 1
Re
∆˜w˜ , (4.54)
σρ˜+ U∂˜xρ˜+ V ∂yρ˜+Rxu˜+Ryv˜ = 0 , (4.55)
∂˜xu˜+ ∂yv˜ + ikw˜ = 0 . (4.56)
L’e´quation de Poisson est obtenue en prenant la divergence de l’e´quation de moment (4.46) :
∆˜p˜ = −2R
[








σv˜ + U∂˜xv˜ + V ∂yv˜ + Vxu˜+ Vyv˜
]
−(UUx + V Uy)∂˜xρ˜− (UVx + V Vy)∂yρ˜
− [U2x + 2UyVx + V 2y ] ρ˜ (4.57)
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ou` ∂˜x ≡ (iµ+ ∂x) et l’ope´rateur diffe´rentiel
∆˜ ≡ ∂˜2x + ∂yy − k2 . (4.58)
Le syste`me d’e´quations (4.52)-(4.57) posse`de vis-a`-vis de l’exposant de Floquet µ et du
nombre d’onde late´ral k les syme´tries suivantes :
– (i) Si σ est une valeur propre pour (µ, k) avec le vecteur propre {u˜, v˜, w˜, ρ˜, p˜} alors σ∗
est aussi une valeur propre pour (−µ, k) avec le vecteur propre {u˜∗, v˜∗,−w˜∗, ρ˜∗, p˜∗}.
– (ii) Si σ est une valeur propre pour (µ, k) avec le vecteur propre {u˜, v˜, w˜, ρ˜, p˜} alors σ
est aussi une valeur propre pour (µ,−k) avec le vecteur propre {u˜, v˜,−w˜, ρ˜, p˜}.
– (iii) En associant (i) avec la proprie´te´ d’invariance des modes de Floquets par la trans-
formation µ→ µ± p α, p ∈ Z, on obtient σ(α− b, k) = σ∗(µ, k).
Ces syme´tries permettent de restreindre la recherche des modes instables a` k ≥ 0. De plus,
les valeurs propres du proble`me doivent eˆtre re´elles ou apparaˆıtre par paires de complexes
conjugue´s lorsque µ = 0 ou µ = 12α. Ces doublets correspondent a` deux modes oscillants qui
constituent une onde stationnaire dont les noeuds sont localise´s pe´riodiquement sur l’axe z.
Les perturbations e´tant pe´riodiques dans les directions x et z, il ne reste qu’a` spe´cifier les
conditions limites suivant l’axe y :
u˜ = v˜ = w˜ = 0, ρ˜ = 0, p˜ = 0, y = ±∞ . (4.59)
Partant du syste`me (4.52)-(4.56), on ve´rifie bien que dans le cas d’une e´tude 2D (sans
de´pendance en z et pour k = 0) non-visqueuse (Re→∞), on retrouve l’e´quation de Rayleigh
pour la perturbation transversale de vitesse, Joly (2002). Dans ce cas, le champ de vitesse de
l’e´tat de base ne posse`de qu’une composante longitudinale fonction de la seule coordonne´e y.
On note µ = α le nombre d’onde longitudinal de la perturbation, σ = −iαc ou` c est la vitesse
de phase complexe de la perturbation. L’e´quation de Rayleigh est obtenue en e´liminant le
terme de pression dans l’e´quation (4.53) a` l’aide de l’e´quation de Poisson (4.57) :
(RU∂yy +RyU∂y −RyUy −RUyy − αRU) v˜ = c (R∂yy +Ry∂y − αR) v˜ (4.60)
4.4.5 Jet rond a` densite´ variable
Pour des raisons similaires a` celles e´nonce´es pour la cas de la couche de me´lange, les
perturbations sont recherche´es sous la forme :
[uˆx, uˆr, uˆθ, pˆ, ρˆ] (x, r, θ, t) = [u˜x, u˜r, u˜θ, p˜, ρ˜] (x, r)e
i(µx+m θ)+σt, (4.61)
ou` m est le nombre d’onde azimutal. En reportant les perturbations (4.61) dans les e´quations
(4.45) et (4.46), il vient :
σRu˜x+RU∂˜xu˜x+RV ∂ru˜x+RUxu˜x+RUru˜r+(UUx + V Ur)ρ˜ = −∂˜xp˜+ 1
Re
∆˜u˜x , (4.62)
σRu˜r+RU∂˜xu˜r+RV ∂ru˜r+RVxu˜x+RVru˜r+(UVx + V Vr)ρ˜ = −∂rp˜+ 1
Re
∆˜u˜r , (4.63)






σρ˜+ U∂˜xρ˜+ V ∂rρ˜+Rxu˜x +Rru˜r = 0 , (4.65)






u˜θ = 0 . (4.66)
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L’e´quation de Poisson est obtenue en prenant la divergence de l’e´quation de moment (4.46) :
∆˜p˜ = −2R
[








σu˜r + U∂˜xu˜r + V ∂ru˜r + Vxu˜x + Vru˜r
]
−(UUx + V Ur)∂˜xρ˜− (UVx + V Vr)∂rρ˜
− [U2x + 2UrVx + V 2r ] ρ˜ (4.67)
ou` l’ope´rateur diffe´rentiel est maintenant







Les perturbations e´tant pe´riodiques dans les directions x et θ, seules les conditions aux limites
en r = 0 et r = +∞ doivent eˆtre spe´cifie´es. Loin du jet, le milieu ambiant est non-perturbe´,
donc il vient :
u˜x = u˜r = u˜θ = 0, ρ˜ = 0, p˜ = 0 r = +∞ . (4.69)
Le comportement des perturbations sur l’axe du jet est conside´re´ en terme de parite´ du mode :
les perturbations radiale et azimutale de vitesse sont des fonctions impaires de r alors que les
perturbations de vitesse axiale, de masse volumique et de pression sont des fonctions paires
de r :
u˜r = u˜θ = 0, ∂ru˜x = 0, ρ˜ = 0, ∂rp˜ = 0 r = 0 . (4.70)
Partant du syste`me (4.62)-(4.67), on retrouve bien l’e´quation de Rayleigh (4.23) pour la
perturbation radiale de la vitesse dans le cas d’une e´tude de stabilite´ bidimensionnelle (sans
de´pendance en θ et pour m = 0) non-visqueuse (Re→∞). Le champ de vitesse de l’e´tat de
base ne posse`de alors qu’une seule composante longitudinale fonction de la seule coordonne´e
radiale. On note µ = α le nombre d’onde longitudinal de la perturbation et σ = −αc ou` c est
la vitesse de phase complexe de la perturbation. L’e´quation (4.23) est obtenue en e´liminant
le terme de pression dans l’e´quation (4.63) a` l’aide de l’e´quation de Poisson (4.67).
4.4.6 Me´thode de Fourier Galerkin
Ne disposant que de champs de base dans la direction y sur [0, H] en raison des conditions
de simulations des RKHDV, les perturbations sont de´finies elles aussi sur l’intervalle [0, H]
pour se calquer sur l’e´coulement de base. On impose une condition de glissement en y = 0 et
en y = H et les conditions aux limites (4.59) deviennent donc :
vˆ = 0, ∂yuˆ = ∂ywˆ = 0, ρˆ = 0, ∂ypˆ = 0, y = 0, H . (4.71)
Compte-tenu de ces nouvelles conditions limites, nous avons opte´ pour une me´thode de
Fourier-Galerkin identique a` celle utilise´e par Klaassen & Peltier. En effet, les fonctions de
Fourier permettent une e´criture mathe´matique simple de ce type de conditions aux limites.
Les perturbations sont donc de´veloppe´es sur une base de Fourier :





[unm, wnm, pnm]Fnm(x, y) , (4.72)





[vnm, ρnm]Gnm(x, y) , (4.73)
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ou` :










Le produit scalaire associe´ est de´fini par :







f(x, y)g∗(x, y)dxdy . (4.76)
Les expressions (4.72) et (4.73) sont tronque´es a` un niveau N et sont reporte´es dans les
e´quations (4.52)-(4.57). On effectue le produit scalaire de chaque e´quation avec la fonction de
































0 = iBqupq +Dpvpq + ikwpq , (4.81)
Apqppq =
(
























et la re´pe´tition des indices implique la sommation. En suivant la discussion de Klaassen et
Peltier (1985), le syste`me aux valeurs propres (4.77)-(4.82) est re´duit a` un syste`me ferme´ de



































npmq sont les matrices d’interaction dont les coefficients sont des produits scalaires
entre des fonctions de la base de Fourier et des champs de l’e´coulement de base. Leurs ex-
pressions ainsi que la manie`re dont elles sont calcule´es sont pre´sente´es en annexe C.
Les e´quations (4.85)-(4.86) sont re´arrange´es en un syste`me aux valeurs propres ge´ne´ralise´
de la forme Ax = σBx ou` x correspond aux coefficients de Fourier des perturbations de
vitesse u˜, v˜ et de densite´ ρ˜. Le code est e´crit en langage C et le proble`me aux valeurs propres
est re´solu a l’aide des routines d’alge`bre line´aire LAPACK de la bibliothe`que MKL de Intel.
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4.4.7 Convergence
En stabilite´ 3D, l’adaptation ite´rative du niveau de troncature via l’utilisation d’une
me´thode par re´sidu spectral n’a pas e´te´ possible pour deux raisons. La premie`re concerne
l’existence d’un niveau de troncature maximal de´termine´ a` la fois par le sche´ma de troncature
choisi et par la taille me´moire disponible pour le calcul. Klaassen (1983) a montre´ que le
sche´ma triangulaire modifie´
2 |m|+ n ≤ N (4.87)
permettait une convergence plus rapide des calculs de stabilite´ qu’un sche´ma de troncature
triangulaire standard, i.e. |m|+n ≤ N . Cependant, si ce sche´ma est efficace pour la recherche
des modes fondamentaux, il ne donne plus une convergence satisfaisante lorsque l’exposant de
Floquet est non nul. Klaassen et Peltier (1989) ont propose´ une ge´ne´ralisation de ce sche´ma
faisant intervenir le rapport µ/α, donnant ainsi un tre`s bon degre´ de convergence pour toutes




∣∣∣+ n ≤ N . (4.88)
La quantite´ de me´moire disponible pour le fonctionnement du code est de 8 Go. Le niveau
de troncature maximal utilisable est de N = 89 dans le cas homoge`ne et de N = 71 dans
le cas ρ-variable. A titre de comparaison, Klaassen et Peltier (1991) (KP91) ne disposaient
que d’un niveau de troncature maximal de N = 35 en situation homoge`ne et N = 27 en
e´coulement stratifie´. La seconde limitation vient du temps de calcul. Si le proble`me de stabilite´
2D concerne une seule inconnue, u˜r, fonction de la seule coordonne´e r, le proble`me 3D posse`de
2 ou 3 inconnues de´pendant des deux coordonne´es x et y suivant que l’on se place en situation
homoge`ne ou ρ-variable. La taille des matrices aux valeurs propres devient vite tre`s grande
lorsque l’on augmente N , voir tableau 4.1, et le temps de calcul des valeurs propres trop
long pour l’utilisation efficace d’une me´thode de convergence ite´rative. Dans le cas pre´sent, la
convergence est alors estime´e en examinant la sensibilite´ a` N des caracte´ristiques du mode le
plus amplifie´ de chaque branche instable. On s’inte´resse essentiellement au taux de croissance
temporel, et a` la fre´quence temporelle pour les modes oscillants. En pratique, on estime
qu’un calcul pre´sente un degre´ de convergence satisfaisant lorsque la variation relative des
caracte´ristiques du mode est infe´rieure a` 1%. La pre´cision sur le nombre d’onde late´ral k
est ici constante car elle ne de´pend que du pas de discre´tisation choisi pour l’exploration
des modes temporels instables. Elle n’est donc pas significative pour regarder le degre´ de
convergence du calcul. Elle a e´te´ choisie e´gale a` 0.1 pour les vortex de Stuart et a` 0.05 pour
les RKHDV.
Niveau de troncature 25 35 41 45 51 55 61 71 89
jet 2D 26 36 42 46 52 56 62 72 90
cdm homoge`ne 3D 651 1261 1723 2071 2653 3081 3783 5113 8011
cdm ρ-variable 3D 964 1874 2564 3084 3954 4594 5644 7634 11972
Tableau 4.1: Taille de la matrice du proble`me aux valeurs propres pour diffe´rents niveaux de troncature et
les trois cas de stabilite´ e´tudie´s ici.
Une fois que le niveau de troncature est fixe´, il est ne´cessaire de regarder la sensibilite´ de
la solution au parame`tre ge´ome´trique H. Ici, un bon choix pour la valeur de H implique de ne
pas tronquer l’e´coulement dans la direction y trop pre`s des RKHDV pour e´viter les effets de
bords. En pratique, des valeurs deH ≥ 10l0 sont suffisantes pour donner des re´sultats exempts
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des effets de bords. En dehors de cette restriction, les re´sultats de stabilite´ sont insensibles a`
l’augmentation de H puisque les champs des RKHDV sont fournis sur une grille dont le pas
de discre´tisation est constant. C’est donc le pas spatial de discre´tisation des champs de base
qui influe sur la qualite´ de la solution nume´rique. Il faut le choisir suffisamment petit sous
peine d’avoir une mauvaise re´solution pour le calcul des matrices d’interaction. Ce point est
d’autant plus important que les RKHDV pre´sentent de fortes variations verticales des champs
de base, voir par exemple les champs de vorticite´ et densite´ des RKHDV de Joly (2002) et
Chassaing et al. (2002) e´galement pre´sente´s au chapitre 5. Plusieurs grilles de discre´tisation
ont e´te´ teste´es et apre`s analyse, le choix s’est porte´ sur une grille de 256× 256 avec un pas de
2.5×10−2 l0 pour les vortex de Stuart, et sur une grille de 769×561 avec un pas de 2×10−2 l0
pour les RKHDV.
4.5 Validation du code de stabilite´ 3D
4.5.1 Vortex de Stuart
Avant d’e´tudier la stabilite´ 3D des couches de me´lange a` densite´ variable, une e´tape de
validation du code visant a` retrouver des re´sultats connus s’impose. Le choix s’est porte´ sur
les vortex de Stuart (1967). En effet, ils ont fait l’objet d’e´tudes de stabilite´ tre`s nombreuses
fournissant un catalogue tre`s fourni de cas de re´fe´rence, voir par exemple Pierrehumbert et
Widnall (1982); Klaassen et Peltier (1991); Brancher (1996); Brancher et Chomaz (1997);
Leblanc et Cambon (1998). Ces tourbillons constituent une solution analytique stationnaire
des e´quations d’Euler incompressibles dont la fonction de courant adimensionnelle s’e´crit :











ou` A ∈ [0, 1] repre´sente l’amplitude des vortex. Lorsque A = 0 on retrouve le profil classique
de la couche de me´lange en tanh. Le cas A = 1 correspond a` une alle´e 2π-pe´riodique de
tourbillons ponctuels. Les valeurs interme´diaires de A donnent une alle´e 2π-pe´riodique de
tourbillons elliptiques entre deux e´coulement longitudinaux de direction oppose´e. Les e´chelles
caracte´ristiques de longueur l0 et de vitesse u0 sont de´finies de manie`re analogue a` la couche
de me´lange.
La premie`re e´tape de validation a consiste´ a` faire fonctionner le code en 2D pour retrouver
les re´sultats de stabilite´ de la couche de me´lange homoge`ne (Michalke, 1964) et a` densite´
variable (Joly, 2002) correspondants aux profils donne´s par les e´quations (4.39) et (4.40). Les
re´sultats sont pre´sente´s figure 4.4 et sont conformes aux travaux ante´rieurs. Il faut tout de
meˆme noter que les valeurs obtenues par Michalke (1964) correspondent au profil de vitesse
U(y) = tanh(y)/2. L’e´chelle caracte´ristique de vitesse correspondante est donc deux fois plus
petite que celle choisie ici. C’est pourquoi les valeurs donne´es par Michalke ont e´te´ multiplie´es
par deux avant d’eˆtre reporte´es sur la figure 4.4.
La phase de validation se poursuit par le calcul de la stabilite´ 3D des vortex de Stuart
d’amplitude A = 0.25. La figure 4.5 donne les branches instables pour un niveau de troncature
N = 61. On retrouve les quatre meˆmes branches stationnaires (ω = 0) identifie´es par KP91
avec un niveau de troncature de N = 35, note´es respectivement T0 (translative ◦), T i0 (♦), T ii0
(), T iii0 (•). Il y a deux branches stationnaires supple´mentaires non re´pertorie´es par KP91.
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Figure 4.4: (a) Stabilite´ 2D de la couche de me´lange en tanh pour Cρ = 0 (trait continu) et Cρ = 0.5 (trait
discontinu). Les re´sultats de Michalke (1964) sont reporte´s sur la figure (•). (b) Influence du contraste
de densite´ sur les caracte´ristiques du mode le plus amplifie´. Les calculs ont e´te´ re´alise´s pour un niveau de
troncature de N = 150.
























Figure 4.5: (a) Taux de croissance σr et (b) fre´quence temporelle ω en fonction du nombre d’onde late´ral
k d’un vortex de Stuart d’amplitude A = 0.25 pour un niveau de troncature N = 61.
Elles sont note´es T iv0 () et T
i
0 () et sont situe´es aux grands nombres d’onde. L’apparition
de ces deux nouveaux modes sugge`re une cascade vers des e´chelles toujours plus petites avec
l’e´mergence de modes de plus en plus amplifie´s. Il est probable de voir apparaˆıtre de nouveaux
modes stationnaires encore plus amplifie´s a` des e´chelles encore plus petites si on continue
d’augmenter le niveau de troncature. Cependant, ces modes non-visqueux correspondent a`
des e´chelles ou` la diffusion mole´culaire est normalement active. Ils n’ont donc pas de re´alite´
physique et n’ont pas d’e´quivalents dans les couches de me´lange. Les deux branches oscillantes
T1 (△) et T2 (⊲) identifie´es par KP91 comme les modes de cœur d’ordre 1 et 2 de l’instabilite´
translative sont pre´sentes et posse`dent des fre´quences adimensionnelles respectives de ω1 =
0.62 (ωKP = 0.58) et ω2 = 1.23 (ωKP = 1.16). Un troisie`me mode oscillant T3 (▽) non
re´pertorie´ par KP91 a e´te´ identifie´ et semble correspondre au mode d’ordre 3 de l’instabilite´
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Figure 4.6: Contours iso-e´nergie des modes les plus amplifie´s de chaque branche stationnaire instable pour
les vortex de Stuart d’amplitude A = 0.25 pour un niveau de troncature N = 61. L’e´nergie des modes
est adimensionnalise´e de telle sorte qu’elle soit unitaire pour la norme associe´e au produit scalaire (4.76).
L’incre´ment est e´gal a` K˜max/10. Les labels, les noms et les nombres d’onde correspondant a` la figure 4.5
sont reporte´s sur chaque figure.
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Figure 4.7: Contours iso-e´nergie des modes les plus amplifie´s de chaque branche oscillante instable pour
les vortex de Stuart d’amplitude A = 0.25 pour un niveau de troncature N = 61. L’e´nergie des modes
est adimensionnalise´e de telle sorte qu’elle soit unitaire pour la norme associe´e au produit scalaire (4.76).
L’incre´ment est e´gal a` K˜max/10. Les labels, les noms et les nombres d’onde correspondant a` la figure 4.5
sont reporte´s sur chaque figure.
translative avec une fre´quence adimensionnelle de ω3 = 1.81. On constate par ailleurs que les
deux premiers modes oscillants posse`dent des taux de croissance plus grands que ceux de´tecte´s
par KP91 et qu’ils se sont de´place´s vers des nombres d’onde plus grands. Cela confirme le fait
qu’ils n’e´taient pas correctement converge´s. Pour ce niveau de troncature de N = 61, tous les
modes pre´sentent un degre´ de convergence satisfaisant a` l’exception des modes T v0 et T3
8.
L’e´nergie cine´tique des perturbation est de´finie pour une unite´ de masse par
K˜ = |u˜|2 + |v˜|2 + |w˜|2 . (4.90)
Les contours d’e´nergie correspondant au mode le plus instable de chaque branche sont repre´sen-
te´s sur les figures 4.6 et 4.7. Au fur et a` mesure que l’on passe d’une branche stationnaire a` sa
voisine dans le sens des nombres d’onde croissants, l’e´nergie du mode, situe´e initialement dans
le cœur du tourbillon (instabilite´ translative), se de´place petit a` petit vers les re´gions externes
qui entourent le vortex. Le cœur du vortex se vide progressivement de l’e´nergie et le mode T v0
8voir l’annexe D
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ne posse`de plus d’e´nergie au niveau du centre du tourbillon. Par contre, l’e´nergie des modes
oscillants reste concentre´e exclusivement au niveau du cœur du vortex. Le mode T0 posse`de
un maximum d’e´nergie, le mode T1 en posse`de deux et le mode T3 trois. KP91 avaient sugge´re´
que le spectre de l’instabilite´ translative, (Tn)n∈N, consistait en des modes de cœur posse´dant
un nombre croissant de pics e´nerge´tiques. Si cela est vrai pour les trois premie`res composantes
du spectre, le quatrie`me mode, T3, posse`de trois maxima comme le mode pre´ce´dent mais ils
sont plus importants et couvrent une zone spatiale plus grande. Cependant, la convergence de
ce mode n’e´tant pas assure´e, il est possible que l’augmentation du niveau de troncature fasse
apparaˆıtre deux pics e´nerge´tiques au centre du vortex la` ou` il n’y en a qu’un pour N = 61.








Figure 4.8: E´volution temporelle de l’e´nergie cine´tique instantane´e K de l’onde (trait continu) et de la
contribution nette des tensions de Reynolds ξ (trait mixte) pour des rouleaux de Kelvin-Helmholtz ho-
moge`nes a` Re = 300. Le temps est adimensionnalise´ par l0/u0.
4.5.2 Rouleaux de Kelvin-Helmholtz homoge`nes a` Re = 300
L’e´tude de stabilite´ 3D des rouleaux de Kelvin-Helmholtz homoge`nes constitue la dernie`re
e´tape de validation du code. On choisit un nombre de Reynolds de Re = 300 pour eˆtre dans
la meˆme situation que KP91. Klaassen & et Peltier ont identifie´ deux instants importants
de l’e´volution de l’onde de Kelvin-Helmholtz homoge`ne en l’absence des phe´nome`nes d’appa-
riement. La premier, note´ t1, correspond a` la premie`re annulation du taux de croissance de
l’instabilite´ primaire, i.e. au maximum e´nerge´tique au cours de l’e´volution de l’instabilite´ de
Kelvin-Helmholtz, σKH = 0. Apre`s avoir atteint son amplitude maximale, l’onde non-line´aire
oscille autour d’un e´tat pour lequel la contribution nette des tensions de Reynolds (“net












U − U)V dx dy , (4.91)
s’annule. Cet instant, note´ t2, constitue une bonne estimation du point de de´part de l’e´volution
quasi-statique du mode primaire, Klaassen et Peltier (1989). C’est pourquoi le premier calcul
de stabilite´ destine´ a` recenser les diffe´rents modes 3D susceptibles de se de´velopper dans
l’e´coulement est effectue´ pour cet instant pre´cis. La figure 4.8 pre´sente l’e´volution de σKH et
56 E´tude de stabilite´ : me´thodes nume´riques et e´quations

















Figure 4.9: (a) Taux de croissance σr et (b) fre´quence temporelle ω en fonction du nombre d’onde late´ral k
des rouleaux de Kelvin-Helmholtz homoge`nes avec Re = 300, t = 24 et N = 45. Les re´sultats de Klaassen
et Peltier (1991) obtenus pour Re = 300 et N = 35 sont ajoute´s a` titre de comparaison : (c) taux de
croissance et (d) fre´quence temporelle.
ξ en fonction du temps. On constate que les deux instants t1 et t2 sont confondus et valent
approximativement t1 = t2 = 24.
La figure 4.9 pre´sente les diffe´rentes branches instables pour le temps t = 24. Les re´sultats
de KP91 obtenus pour un niveau de troncature N = 35 y sont reporte´s a` titre de comparaison.
Le niveau de troncature utilise´ pour cette e´tude est fixe´ a` N = 45. Il donne un niveau de
convergence satisfaisant pour tous les modes de´tecte´s a` l’exception du mode B3/2 (⊳)
9. Il y
a cinq modes stationnaires et cinq modes oscillants comme l’ont observe´ KP91. Ces re´sultats
sont cohe´rents avec ceux de de Klaassen & Peltier mais les branches instables pre´sentent
pour la plupart un nombre d’onde de coupure plus petit et des taux de croissance le´ge`rement
plus faibles. Ces phe´nome`nes sont caracte´ristiques d’un effet Reynolds, ce qui signifie que la
diffusion mole´culaire n’a pas la meˆme intensite´ entre les deux e´tudes. La viscosite´ a un poids
9voir annexe D
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Figure 4.10: Contours iso-e´nergie des modes les plus amplifie´s de chaque branche stationnaire instable pour
les rouleaux de Kelvin-Helmholtz homoge`nes avec Re = 300, t = 24 et N = 45. L’e´nergie des modes
est adimensionnalise´e de telle sorte qu’elle soit unitaire pour la norme associe´e au produit scalaire (4.76).
L’incre´ment est e´gal a` K˜max/10. Les labels, les noms et les nombres d’onde correspondant a` la figure 4.9
sont reporte´s sur chaque figure.
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Figure 4.11: Contours iso-e´nergie des modes les plus amplifie´s de chaque branche oscillante instables pour
les rouleaux de Kelvin-Helmholtz homoge`nes avec Re = 300, t = 24 et N = 45. L’e´nergie des modes
est adimensionnalise´e de telle sorte qu’elle soit unitaire pour la norme associe´e au produit scalaire (4.76).
L’incre´ment est e´gal a` K˜max/10. Les labels, les noms et les nombres d’onde correspondant a` la figure 4.9
sont reporte´s sur chaque figure.
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plus important dans la pre´sente e´tude. Pourtant, les e´chelles caracte´ristiques choisies sont
identiques. Ce point reste a` l’heure actuelle sans explication.
Un examen pre´cis des caracte´ristiques et du champ d’e´nergie (voir figure 4.10 et 4.11)
du mode le plus amplifie´ de chacune des branches instables permet de les comparer plus
pre´cise´ment avec ceux de´termine´s par KP91, voir leurs figures 13-15. On retrouve le spectre
principal des modes de tresse ou modes hyperboliques, avec le mode fondamental B0 (ω = 0,
◦) qui constitue la perturbation 3D la plus amplifie´e de l’onde de Kelvin-Helmholtz. Si le
premier harmonique B1 (ω1 = 0.196, ⊲) est pre´sent dans notre e´tude, le mode d’ordre 2
de´tecte´ par KP91 n’apparaˆıt pas. A la place, on trouve le mode B3/2 (ω3/2 = 0.306) qui
correspond au mode de fre´quence 32ω1. Le mode stationnaire B
i
0 (△) est aussi un mode de
tresse mais son e´nergie est concentre´e sur une re´gion plus petite que celle du mode B0. Les trois
autres modes stationnaires ont des nombres d’onde croissants et sont note´s respectivement
C0 (), C
i
0 (♦) et C
ii
0 (▽). Leur re´partition spatiale d’e´nergie est concentre´e dans la re´gion
du cœur de l’anneau primaire d’ou` leur appelation de modes de cœur ou modes elliptiques.





KP91 n’en ont qu’un. Enfin, les trois derniers modes oscillants sont des modes de cœur dont
les caracte´ristiques sont en bon accord avec les re´sultats de KP91. Il y a deux modes d’ordre
1 note´s C1 (•, ω = 0.361) et Ci1 (∗, ω = 0.392) et un mode d’ordre 2 note´ C2 (, ω = 0.736).
Il faut tout de meˆme noter que le champ d’e´nergie des modes C1 et C
i
1 ne posse`de qu’un
maximum alors que KP91 en avait obtenu deux. En revanche, la re´partition e´nerge´tique du
mode C2 est similaire aux deux e´tudes.
Globalement, les re´sultats de cette e´tude sont cohe´rents avec ceux de KP91 malgre´ les
quelques diffe´rences mentionne´es pre´ce´demment. Elles proviennent sans doute des champs de
base car ceux-ci ne sont pas ge´ne´re´s de manie`re identique. En effet, dans le cas des vortex de
Stuart, le champ de base e´tait commun puisqu’analytique et les rares diffe´rences observe´es
n’e´taient lie´es qu’au niveau de troncature, donc au degre´ de convergence.
4.5.3 Rouleaux de Kelvin-Helmholtz homoge`nes a` Re = 600
Une deuxie`me e´tude de stabilite´ en situation homoge`ne a e´te´ re´alise´e pour (i) s’assurer de
l’existence d’un effet Reynolds entre l’e´tude pre´ce´dente et celle de KP91, et (ii) avoir un cas
de comparaison homoge`ne a` plus faible diffusion mole´culaire en vue des e´tudes en situation
inhomoge`ne. Le doublement du nombre de Reynolds n’a pas modifie´ la valeur du temps entier
le plus proche des temps t1 et t2. L’e´tude de stabilite´ est donc re´alise´e a` t = 24 et les re´sultats
sont pre´sente´s a` la figure 4.12. On retrouve les branches instables identifie´es pour Re = 300.
Elles sont plus amplifie´es et leur bande de nombres d’onde instables s’est e´largie. Cela confirme
qu’il s’agit bien d’un effet Reynolds et l’allure des courbes est maintenant similaire a` celles
de KP91. Les caracte´ristiques des modes ont e´volue´ avec le nombre de Reynolds et elles sont
re´sume´es dans le tableau 4.2. On de´note par ailleurs la pre´sence de deux nouvelles branches
par rapport au cas Re = 300. La premie`re est un mode stationnaire de cœur Ciii0 (⋆) dont
la re´partition e´nerge´tique est similaire a` celle du mode Cii0 , voir figure 4.13. L’autre mode
correspond au mode d’ordre 2 du spectre principal des modes de tresse, B2 (×, ω2 = 0.415).
Il y a quatre composantes du spectre principal sur la figure 4.12. D’autres branches ont e´te´
identifie´es mais elles sont tre`s peu amplifie´es et pas suffisamment converge´es, c’est pourquoi
nous n’en parlons pas ici. Elles sont cependant re´fe´rence´es en annexe E.
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Figure 4.12: (a) Taux de croissance σr et (b) fre´quence temporelle ω en fonction du nombre d’onde late´ral
k des rouleaux de Kelvin-Helmholtz homoge`nes avec Re = 600, t = 24 et N = 45.



















k =  2.25
Figure 4.13: Contours iso-e´nergie des modes les plus amplifie´s des deux branches× et⋆ pour les rouleaux de
Kelvin-Helmholtz homoge`nes avec Re = 600, t = 24 et N = 45. L’e´nergie des modes est adimensionnalise´e
de telle sorte qu’elle soit unitaire pour la norme associe´e au produit scalaire (4.76). L’incre´ment est e´gal
a` K˜max/10. Les labels, les noms et les nombres d’onde correspondant a` la figure 4.12 sont reporte´s sur
chaque figure.
Le dernier calcul re´alise´ pour la validation du code consiste a` regarder l’e´volution tempo-
relle des deux principaux modes : le mode de tresse B0 pour k = 1.8 et le mode de cœur C0
pour k = 0.95. La variation du taux de croissance de ces deux modes en fonction du temps est
repre´sente´ a` la figure 4.14. Ces courbes sont superpose´es a` l’e´volution du taux de croissance
du mode primaire σKH de´fini pre´ce´demment, voir (4.49). On constate que le mode de cœur
naˆıt et sature plus toˆt que celui de tresse. Les deux perturbations sont de´ja` pre´sentes pendant
la phase de croissance de l’onde primaire mais pre´sentent un faible taux de croissance. On
note Tc le temps pour lequel le taux de croissance du mode 3D exce`de d’un facteur deux celui
de l’onde primaire. Ce temps constitue une bonne estimation de l’instant a` partir duquel le
crite`re de se´lection des modes (4.48) est ve´rifie´. De plus, Klaassen et Peltier (1985) ont montre´
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Mode Re k σr ω
mode B0 (◦) 300 1.3 0.125788 0
600 1.8 0.140185 0
mode B1 (⊲) 300 1.65 0.068072 0.196027
600 2.05 0.097606 0.189495
mode B 3
2
(⊳) 300 1.35 0.030944 0.306453
600 2.1 0.03882 0.288676
mode B2 (×) 300 - - -
600 2.25 0.032675 0.416228
mode Bi0 (△) 300 1.3 0.028242 0
600 2.05 0.048653 0
mode C0 () 300 0.9 0.073316 0
600 0.95 0.085787 0
mode C1 (•) 300 0.6 0.056681 0.361326
600 0.6 0.067652 0.374204
mode C2 () 300 0.8 0.027042 0.735761
600 0.7 0.045901 0.737592
mode Ci0 (♦) 300 1.45 0.051495 0
600 1.45 0.074415 0
mode Ci1 (∗) 300 1.3 0.02284 0.39196
600 1.35 0.056013 0.414854
mode Cii0 (▽) 300 1.65 0.009815 0
600 1.7 0.055171 0
mode Ciii0 (⋆) 300 - - -
600 2.15 0.027309 0
Tableau 4.2: Caracte´ristiques du mode le plus instable de chaque branche pour les deux cas Re = 300 et
Re = 600. Les labels des modes correspondent a` ceux pre´sents sur les figures 4.9 et 4.12.
que le facteur d’amplification d’une perturbation pendant l’intervalle de temps [t1, t2] pouvait
eˆtre estime´ de manie`re satisfaisante par A(t1, t2) = e







Le tableau 4.3 re´sume les facteurs d’amplification calcule´s pour les deux modes. Les valeurs
obtenues sont en bon accord avec celles de KP91 a` l’exception du facteur d’amplification du
mode C0 pendant la pe´riode [0, Tc]. Il est ici plus petit car le mode principal de cœur n’est
pas amplifie´ de`s t = 0 comme dans l’e´tude de KP91. On sait que c’est le mode de tresse qui
initie les mouvements 3D dans la couche de me´lange, Rogers et Moser (1992). Or pendant la
pe´riode [Tc, Tc + 30] pendant laquelle la crite`re est ve´rifie´, le mode de tresse B0 pre´sente un
niveau d’amplification de 50. C’est pourquoi, on conside`re par la suite qu’un niveau d’am-
plification de ∼ 50 constitue un niveau suffisant pour que la perturbation se de´veloppe dans
l’e´coulement. Dans ces conditions, avant Tc, aucun des deux modes n’atteint un niveau d’am-
plification suffisant pour alte´rer le de´veloppement de l’onde primaire. Au cours de la pe´riode
[Tc, Tc+30] pendant laquelle la crite`re est ve´rifie´, seul le mode de tresse B0 pre´sente un niveau
d’amplification permettant d’initier la tridimensionnalisation des rouleaux. En revanche, la
conclusion n’est plus aussi tranche´e si l’on conside`re l’intervalle entier [0, Tc + 30]. Les deux
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modes ont alors un facteur d’amplification significatif, avec un avantage d’environ 50% pour
le mode de tresse. Ils sont donc tous les deux suceptibles d’eˆtre a` l’origine des structures 3D
de l’e´coulement.



















Figure 4.14: Evolution temporelle du taux de croissance des deux principaux modes 3D : le mode tresse
B0 avec k = 1.8 (trait discontinu) et le mode de cœur C0 avec k = 0.95 (trait mixte). La courbe en
trait continu correspond a` l’e´volution temporelle du taux de croissance σKH de l’onde non-line´aire de
Kelvin-Helmholz pour Re = 600.
Mode Tc A(0, Tc) A(Tc, Tc + 30) A(0, Tc + 30)
B0 17 3.2 50 160
C0 18 4.8 21 100
B0 (KP91) 21 4.4 45 200
C0 (KP91) 24 15 17 200
Tableau 4.3: Facteurs d’amplification A(t1, t2) pour deux modes B0 et C0 de l’onde de Kelvin-Helmholtz.
Tc est le temps pour lequel σr ≥ 2σKH pour la premie`re fois. Les re´sultats de Klaassen et Peltier (1991)
sont cite´s a` titre de comparaison.
Tous les re´sultats pre´sente´s dans cette section sont en tre`s bon accord avec les e´tudes
ante´rieures. Le code de stabilite´ 3D est donc valide´, on peut maintenant conside´rer la stabilite´
des RKHDV.
Chapitre 5
Stabilite´ des e´coulements cisaille´s
libres a` densite´ variable
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Ce dernier chapitre pre´sente les re´sultats originaux obtenus sur la stabilite´ des e´coulements
cisaille´s libres a` densite´ variable. La premie`re partie pre´sente les effets de densite´ ainsi que
l’influence de la forme des profils initiaux de vitesse et de densite´ sur le mode primaire du
jet. Dans la seconde, on commence par de´crire les champs des RKHDV afin de bien cerner
les modifications spe´cifiques induites par le couple barocline, Joly (2002). Puis le chapitre
se termine par la pre´sentation des premiers re´sultats concernant les modes secondaires de
couches de me´lange a` densite´ variable.
5.1 Stabilite´ bidimensionnelle des jets a` densite´ variable
Comme sugge´re´ au chapitre pre´ce´dent, le travail de Raynal et al. (1996) montre que les
caracte´ristiques des modes primaires instables du jet rond a` densite´ variable sont sensibles a`
la forme et la position du profil de densite´ relatives a` celles du profil de vitesse. Cependant,
avant d’explorer l’influence du rapport d’e´paisseur de gradient ǫ = θρ/θ et le de´calage relatif
r0 des points d’inflexion sur le mode primaire du jet, l’effet du couple barocline sur la stabilite´
bidimensionnelle du jet est conside´re´e. En effet, si l’e´tude de stabilite´ spatio-temporelle de
Monkewitz et Sohn (1986, 1988) a permis de statuer sur la nature convective ou absolue de
l’instabilite´ de Kelvin-Helmholtz en fonction du rapport de densite´ S et du nombre de Mach,
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elle ne fournit pas la structure des perturbations (champs de vitesse, de vorticite´ ...). En outre
Monkewitz & Sohn ont effectue´ une re´solution nume´rique du proble`me par me´thode de tir,
limitant ainsi la recherche des perturbations au mode le plus amplifie´, alors que le spectre
complet est obtenu avec l’utilisation des me´thodes spectrales.
5.1.1 Influence du contraste de densite´
Pour commencer, nous nous inte´ressons a` deux valeurs particulie`res du contraste de den-
site´, repre´sentatives d’un jet lourd et d’un jet le´ger, a` savoir Cρ = 0.5 et Cρ = −0.5. Ces
valeurs correspondent a` la moitie´ de la puissance maximale des effets de densite´ et sont ob-
tenues pour des rapports de densite´ respectifs de 3 et 1/3, re´gulie`rement rencontre´s dans les
e´tudes expe´rimentales et dans les e´coulements industriels. Contrairement a` la situation des
couches de me´lange, ces deux configurations ne sont pas e´quivalentes. En effet, l’e´quation
de Rayleigh (4.23) n’est pas invariante par la syme´trie centrale (x, r) → (−x,−r), ce qui ne
permet pas de limiter l’e´tude de stabilite´ aux valeurs positives du contraste de densite´ comme
pour les couches de me´langes planes, voir Joly (2002).

























Figure 5.1: Stabilite´ bidimensionnelle du jet homoge`ne (trait continu), du jet lourd pour Cρ = 0.5 (trait
pointille´) et du jet le´ger pour Cρ = −0.5 (tait mixte) :(a) taux de croissance des perturbations et (b)
vitesse de convection des rouleaux. ∆U repre´sente le saut de vitesse a` travers la couche de me´lange du jet.
Contraste de densite´ 0 0.5 -0.5
nombre d’onde .2389 0.2743 0.2389
taux de croissance 0.0434 0.042 0.0484
vitesse de phase 0.6164 0.7262 0.4637
Tableau 5.1: Caracte´ristiques adimensionnelles du mode la plus amplifie´ pour chacun des cas de la figure
5.1. Le nombre d’onde, le taux de croissance et la vitesse de phase sont respectivement adimensionne´s par
1/θ, ∆U/θ et ∆U ou` ∆U repre´sente le saut de vitesse a` travers la couche de me´lange du jet.
La figure 5.1 pre´sente la stabilite´ de ces deux jets particuliers compare´e a` celle du jet
homoge`ne. Les effets baroclines induisent un e´largissement de la gamme des nombres d’onde
instables, avec un surcroˆıt d’amplification du mode primaire pour le jet le´ger et une le´ge`re
atte´nuation pour le jet lourd. De manie`re analogue aux couches de me´langes plane (Soteriou et
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Ghoniem, 1995; Joly, 2002), la vitesse de phase de l’onde est de´vie´e vers la vitesse du fluide le
plus lourd, induisant une convection des anneaux tourbillonnaires plus rapide pour le jet lourd
et plus lente pour le jet le´ger. Les caracte´ristiques adimensionnelles du mode le plus amplifie´
correspondant aux trois cas pre´ce´dents sont indique´es dans le tableau 5.1. Les amplitudes
des vitesses axiales et radiales de ces meˆmes modes sont repre´sente´es sur les figures 5.3.a-c.
On retrouve notamment, en situation homoge`ne, les meˆmes profils de vitesse que Brancher
(1996). Contrairement aux couches de me´langes ou aux jets plans, l’enroulement de la couche
de cisaillement du jet homoge`ne en anneaux tourbillonnaires n’est pas syme´trique par rapport
au centre des tourbillons, voir la figure 4.13 de Brancher (1996). Cependant cette perte de
syme´trie reste le´ge`re puisque seule la composante de vitesse longitudinale de la perturbation
n’est pas syme´trique par rapport a` r/R = 1, voir figure 5.2. Dans le cas ρ−variable, la
syme´trie locale de la vitesse radiale par rapport au rayon du jet est perdue, pre´figurant un
de´veloppement fortement non syme´trique des anneaux de Kelvin-Helmholtz comme dans les
couches de me´lange et les jet plans a` densite´ variable, Joly (2002).













































Figure 5.2: Amplitude des vitesses axiale (trait discontinu) et radiale (trait continu) des perturbations pour
(a) Cρ = 0, (b) Cρ = 0.5 et (c) Cρ = −0.5.
La figure 5.3 pre´sente la cartographie des taux de croissance des modes instables en fonc-
tion du nombre d’onde longitudinal de la perturbation et du contraste de densite´. L’e´largissement
de la gamme des nombres d’onde avec des effets de densite´ croissants est confirme´, la gamme
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Figure 5.3: Diagramme de stabilite´ en fonction du nombre d’onde longitudinal de la perturbation et du
contraste de densite´. L’incre´ment entre les contours est de 0.004. La courbe en pointille´ de´signe la creˆte
des taux d’amplification maximum. Les courbes en trait mixte sont les lignes iso-vitesse de convection
cr/∆U .
la plus large correspondant au cas extreˆme |Cρ| = 1. Par ailleurs la dissyme´trie d’amplification
en faveur des jets le´gers pre´ce´demment observe´e est retrouve´e pour toute la gamme de Cρ.
Le taux de croissance maximal observe´ est de 0.0512 pour un nombre d’onde de 0.285 et un
contraste de densite´ de −0.85. Le mode primaire le plus instable posse`de un nombre d’onde
qui augmente avec la valeur absolue du contraste de densite´ (raccourcissement du mode).
Enfin la de´viation de la vitesse de convection vers le fluide le plus lourd donne, dans la limite
des petits nombres d’onde, une instabilite´ stationnaire pour un jet infiniment le´ger alors que
les anneaux de vorticite´ sont convecte´s a` la vitesse du jet lorsque celui-ci est infiniment lourd.
5.1.2 Influence du rapport d’e´paisseur et du de´calage des profils
L’influence se´pare´e du rapport d’e´paisseur ǫ = θ/θρ et du de´calage relatif r0 des points
d’inflexion est d’abord conside´re´e a` la figure 5.4 pour les deux jets particuliers du paragraphe
pre´ce´dents. Pour des valeurs mode´re´es de ǫ et de r0, les caracte´ristiques du mode propre
sont tre`s sensibles a` la forme du profil de densite´. Quand ǫ > 1, la zone de gradient de
densite´ est rendue plus e´troite, introduisant une plus petite longueur caracte´ristique dans
l’e´coulement, ce qui rend le jet sensible a` des nombres d’onde plus grands, jusqu’a` α θ = 0.4
pour |Cρ| = 0.5. La modification des caracte´ristiques du mode propre via la production
barocline de vorticite´ est amplifie´e lorsque ǫ croˆıt. En effet, pour un contraste de densite´ fixe´,
la diminution de de l’e´paisseur de densite´ θρ est associe´e a` un gradient de densite´ plus raide
et donc un couple barocline plus actif. Pour des valeurs de ǫ ≥ 10, il y a saturation de l’effet
d’e´paisseur : le profil de densite´ est assimilable a` une fonction e´chelon avec une e´paisseur
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Figure 5.4: Influence du rapport d’e´paisseur ǫ sur les caracte´ristiques du mode instable le plus amplifie´ : (a)
nombre d’onde, (b) taux de croissance et (c) vitesse de phase pour Cρ = −0.5, r0 = 0 (trait continu) et
Cρ = 0.5, r0 = 0 (trait discontinu). Influence du de´calage r0 entre le point d’inflexion du profil de densite´
et celui du profil de vitesse sur les caracte´ristiques du mode instable le plus amplifie´ : (d) nombre d’onde,
(e) taux de croissance et (f) vitesse de phase pour Cρ = −0.5, ǫ = 1 (trait continu) et Cρ = 0.5, ǫ = 1
(trait discontinu). La ligne en trait mixte repre´sente les valeurs correspondant au cas homoge`ne.
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de gradient ne´gligeable. Inversement, lorsque ǫ << 1, le gradient de densite´ devient tre`s
faible et la couche de cisaillement du jet se trouve dans une zone ou` la densite´ est quasiment
constante. C’est pourquoi, les caracte´ristiques du mode propre tendent vers leurs valeurs en
situation homoge`ne lorsque θρ → ∞. Par ailleurs, le de´calage du point d’inflexion du profil
de densite´ par rapport a` celui du profil de vitesse modifie aussi de manie`re significative les
caracte´ristiques du mode primaire. On constate qu’un de´calage vers le fluide le´ger amplifie
les modes instables alors qu’ils sont atte´nue´es si le de´calage est du coˆte´ lourd de l’e´coulement.
Pour des de´calages extreˆmes et non re´alistes, la zone de gradient de densite´ se retrouve en
dehors de la couche de cisaillement du jet, neutralisant ainsi l’action du couple barocline : on
retrouve alors les valeurs du cas homoge`ne.




























































Figure 5.5: Iso-lignes des taux de croissance dans le plan (r0, ǫ) pour (a) Cρ = −0.5 et (b) Cρ = 0.5.
Le taux de croissance est normalise´ par sa valeur en (r0, ǫ)=(0,1), indique´e par le marqueur circulaire.
L’incre´ment entre les contours est de 0.05.
L’effet combine´ de ǫ et de r0 sur le taux de croissance du mode primaire des deux meˆmes
jets est repre´sente´ sur la figure 5.5. Le gain d’amplification est un peu plus que 20% lorsque
le gradient de densite´ est fort et de´cale´ vers le coˆte´ le´ger de l’e´coulement. Inversement, si le
gradient est faible et de´cale´ vers le coˆte´ lourd de l’e´coulement, le taux de croissance du mode
instable peut-eˆtre re´duit de 50% pour le jet le´ger et de 60% pour le jet lourd. Ce re´sultat est
en accord qualitatif avec le de´placement du rapport de densite´ critique convectif-absolu entre
les jets de Sreenivasan, Raghu et Kyle (1989) et de Monkewitz et al. (1990). Raynal et al.
(1996) ont fourni un travail soulignant l’importance du de´calage entre les points d’inflexion
sur ce rapport critique dans le cas des jets plans, expliquant ainsi la diffe´rence obtenue entre
leurs re´sultats et ceux de Monkewitz et Yu (1993). Bien que l’e´tude de stabilite´ temporelle
mene´e ici ne permette pas de de´terminer la nature absolue-convective du mode primaire, il
existe tout de meˆme une concordance qualitative entre l’effet du de´calage r0 sur le taux de
croissance spatio-temporel et son effet sur le taux de croissance temporel puisque ce dernier
en est la borne supe´rieure (voir chapitre 4). C’est pourquoi un raisonnement similaire est
repris ici pour les jets axisyme´triques. Monkewitz et al. ont trouve´ un rapport de S = 0.73
pour les jets d’air chauffe´s alors que Sreenivasan et al. ont de´termine´ un rapport critique de
S = 0.61 pour les jets de me´lange air-he´lium. Dans le premier cas, le profil de densite´ est
de´termine´ par la couche limite thermique. Pour l’air, qui posse`de un nombre de Prandlt de
l’ordre de l’unite´, il y a tre`s peu de de´calage entre les points d’inflexion des profils de vitesse





































Figure 5.6: Contours iso-vorticite´ du jet perturbe´ sur son mode le plus amplifie´ : (a) le jet homoge`ne avec
Cρ = 0, dont le mode le plus amplifie´ est de´fini par α θ = 0.239, αciθ/∆U = 0.0434 et cr/∆U = 0.616 ;
(b) le jet le´ger avec Cρ = −0.5, ǫ = 1 et r0 = 0, dont le mode le plus amplifie´ est de´fini par α θ = 0.239,
αciθ/∆U = 0.0484 et cr/∆U = 0.464 ; (c) le jet le´ger avec Cρ = −0.5, ǫ = 5 et r0 = −0.1, dont le
mode le plus amplifie´ est de´fini par α θ = 0.31, αciθ/∆U = 0.0598 et cr/∆U = 0.469. (d) Amplitude
des vitesses axiale (trait discontinu) et radiale (trait continu) de la perturbation pour un jet le´ger avec
Cρ = −0.5, ǫ = 5 et r0 = −0.1.
et de densite´, Joly (2004). C’est pourquoi la valeur expe´rimentale de Monkewitz et al. est en
bon accord avec l’e´tude de Monkewitz et Sohn (1986, 1988) re´alise´e pour des profils similaires.
Dans le second cas, il n’y a pas de couche limite thermique. Le point d’inflexion du profil de
densite´ est alors de´cale´ vers l’exte´rieur du jet par rapport a` la position du point d’inflexion
du profil de vitesse toujours impose´ par le couche limite dynamique. Ainsi conforme´ment aux
re´sultats pre´ce´dents, le mode primaire est atte´nue´ car le milieu ambiant est plus lourd, et
c’est pourquoi Sreenivasan et al. ont mesure´ un rapport critique plus faible.
En faisant varier le rapport d’e´paisseur ǫ et le de´calage r0, la dissyme´trie observe´e sur le
profil de la perturbation de vitesse radiale est encore accentue´e comme le montre la figure
5.6.d. Cependant, c’est la structure rotationnelle, via l’action du couple barocline, qui change
radicalement de forme comme l’illustrent les figures 5.6.a-c. Si le champ de vorticite´ d’un jet
le´ger avec un profil de densite´ non modifie´ posse`de une structure identique a` celle de homologue
homoge`ne, il change comple`tement de forme lorsque le profil de densite´ est modifie´. On observe
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Figure 5.7: Influence du contraste de densite´ Cρ sur les caracte´ristiques du mode instable le plus amplifie´ :
(a) nombre d’onde, (b) taux de croissance et (c) vitesse de phase pour ǫ = 1, r0 = 0 (trait continu), ǫ = 5,
r0 = 0 (trait discontinu), ǫ = 1, r0 = −0.1 (trait mixte) et ǫ = 1, r0 = 0.1 (trait pointille´).
une structure tripolaire avec trois extrema locaux de vorticite´ comme Joly (2002) l’a observe´
dans les couches de me´lange. On mesure e´galement sur la figure 5.6.c le raccourcissement de la
longueur d’onde du mode le plus instable, induite par la diminution de l’e´chelle des gradients
de densite´.
L’attention est enfin porte´e sur l’influence du contraste de densite´ sur les caracte´ristiques
des modes instables pour trois profils de densite´ modifie´s. Les re´sultats pre´sente´s a` la figure
5.7 sont compare´s a` ceux d’un profil de densite´ non modifie´. Comme pre´vu, le nombre d’onde
le plus instable augmente lorsque l’e´paisseur de gradient de densite´ est re´duite. Cet effet
est amplifie´ lorsque le contraste de densite´ augmente. En revanche, la variation du nombre
d’onde en re´ponse a` un de´calage du point d’inflexion est beaucoup moins prononce´e. Le taux
de croissance de la perturbation est encore plus sensible au contraste de densite´ en pre´sence
de de´calages relatifs des points d’inflexion ou d’un gradient de densite´ resserre´. Par contre, la
vitesse de phase est beaucoup moins sensible et demeure une fonction croissante du contraste
de densite´ pour les quatre situations envisage´es.
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5.2 Stabilite´ tridimensionnelle des couches de me´lange a` den-
site´ variable
Les inhomoge´ne´ite´s de masse volumique sont a` l’origine d’une modification importante de
la dynamique rotationnelle locale au travers du couple barocline identifie´ comme un terme
source/puits de vorticite´, voir l’e´quation (2.29). Le but de l’e´tude re´alise´e ici est de connaˆıtre
leur influence sur le de´veloppement des instabilite´s secondaires (hors phe´nome`nes d’appa-
riement) des couches de me´langes a` densite´ variable. On s’attend a` une modification im-
portante des modes puisque c’est de´ja` le cas en e´coulement stratifie´ ou` le couple barocline
atmosphe´rique modifie les modes 3D secondaires des couches de me´lange, Klaassen et Peltier
(1985, 1991). En situation homoge`ne, les modes de tresse et de cœur tirent leur e´nergie du
cisaillement de l’onde primaire (”shearing conversion”) et sont susceptibles d’initier la tran-
sition tridimensionnelle de l’e´coulement. La se´lection d’un des deux types de mode n’est pas
nettement marque´e bien que les modes de tresse pre´dominent le´ge`rement, voir Klaassen et
Peltier (1991); Rogers et Moser (1992) et chapitre pre´ce´dent.
En revanche, en situation stratifie´e la se´lection des modes de tresse au profit des modes
de cœur est franche car la production/destruction barocline atmosphe´rique se re´sume a` un
transfert de vorticite´ du cœur vers les tresses du rouleau. Il existe alors un de´se´quilibre dans
le transfert d’e´nergie par cisaillement en faveur des modes de tresse. De plus, il apparaˆıt une
source d’e´nergie supple´mentaire dont seuls ces derniers be´ne´ficient. En effet, l’enroulement de
l’anneau primaire fait apparaˆıtre des re´gions successives en forme d’anneaux ou` la stratifica-
tion est inverse´e (‘superadiabatic region’). Elles naissent dans le cœur du vortex et s’e´cartent
progressivement vers la pe´riphe´rie du rouleaux, Klaassen et Peltier (1985). C’est dans ces
zones fortement instables que re´side la nouvelle source d’alimentation en e´nergie des modes
de tresse sous forme d’e´nergie potentielle. Cet apport est d’autant plus important que la stra-
tification est forte et il devient meˆme le plus important au-dela` d’un nombre de Richardson
critique. La se´lection des modes de tresse au profit des modes de cœur est donc d’autant plus
nette que la stratification est forte, Klaassen et Peltier (1991). Dans le cas pre´sent, l’e´volution
de l’onde primaire est tre`s diffe´rente du cas atmosphe´rique bien qu’une production barocline
de vorticite´ y soit e´galement pre´sente. C’est pourquoi, avant de pre´senter les re´sultats de
stabilite´ 3D, on revient sur la spe´cificite´ du mode primaire des couches de me´lange a` densite´
variable.
5.2.1 Caracte´risation des rouleaux de Kelvin-Helmholtz a` densite´ variable
Le syste`me d’e´quations (2.24)-(2.25) montre que l’e´volution des couches de me´langes a`
densite´ variable de´pend du nombre de Reynolds, du contraste de densite´ et du nombre de
Prandtl/Schmidt. L’attention est ici porte´e sur les effets de densite´, c’est pourquoi l’influence
du nombre de Reynolds n’est pas envisage´e ici et il est fixe´ a` Re = 600. Quatre valeurs
du contraste de densite´ ont e´te´ retenues : Cρ = 0, Cρ = 0.05, Cρ = 0.25 et Cρ = 0.5.
Cette se´lection permet de couvrir une plage repre´sentative des diffe´rents niveaux d’intensite´
des phe´nome`nes inertiels. Le nombre de Prandtl/Schmidt est choisi de l’ordre de l’unite´1, a`
l’exception du cas 5 ou` il a e´te´ volontairement augmente´ pour connaˆıtre l’influence de la
1Pour les cas Cρ = 0.25 et Cρ = 0.5 les valeurs correspondent a` celles du me´lange air-he´lium en cohe´rence
avec l’e´tude expe´rimentale, voir annexe A.
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Cas Cρ S Re Pr − Sc l0
1 0 1 600 - 0.4446
2 0.05 1.1 600 1 0.4454
3 0.25 1.67 600 0.42 0.4581
4 0.5 3 600 0.61 0.4978
5 0.5 3 600 6.1 0.4978
Tableau 5.2: Grandeurs caracte´ristiques des RKHDV e´tudie´s : contraste de densite´, rapport de densite´,
nombre de Reynolds, nombre de Prandtl/Schmidt et e´paisseur de la couche de me´lange.







Figure 5.8: Effet du contraste de densite´ sur l’e´volution temporelle de l’e´nergie cine´tique de l’onde de
Kelvin-Helmholtz pour Re = 600 : Cρ = 0 (trait continu), Cρ = 0.25 (trait discontinu) et Cρ = 0.5 (trait
mixte).
diffusion de la masse sur les re´sultats de stabilite´. Les parame`tres caracte´ristiques des cinq
cas e´tudie´s ici sont re´sume´s dans le tableau 5.2.
La figure 5.8 montre l’e´volution temporelle de l’e´nergie cine´tique par unite´ de masse de
l’onde de Kelvin-Helmholtz pour les cas 1, 3 et 4. Contrairement a` la couche de me´lange
atmosphe´rique ou` la stratification retarde et atte´nue fortement l’enroulement de la structure
primaire (voir figure 1 de KP91), les effets des variations de densite´ n’ont ici qu’une influence
positive minime sur la croissance du mode primaire, caracte´rise´e par une le´ge`re augmentation
du maximum de K pour les forts contrastes de densite´. Pendant la phase d’oscillation de
l’onde, la production barocline lutte contre l’atte´nuation visqueuse comme le de´note la stabi-
lisation du niveau moyen de l’e´nergie cine´tique et de la pe´riode de nutation du rouleau. Cette
production d’e´nergie cine´tique par unite´ de masse re´sulte d’une redistribution d’enstrophie
associe´e a` la ge´ne´ration de vorticite´ du coˆte´ le´ger et a` sa destruction coˆte´ lourd, Joly (2002).
Comme illustre´ sur la figure 5.9, la combinaison sources/puits entraˆıne une dissyme´trie du
champ de vorticite´ qui s’amplifie avec l’augmentation du contraste de densite´. Pour Cρ = 0.5,
la vorticite´ de la tresse est concentre´e en deux nappes de signes oppose´s situe´es de part et
d’autre du point selle a` vorticite´ nulle. La redistribution spatiale de la vorticite´ est a` bilan
nul comme l’impose l’invariance de la circulation sur la pe´riode en raison des conditions li-
mites adopte´es, i.e. Γ(t) = Γ0 = 2u0λx. Ainsi, les valeurs maximales ne´gatives et positives
augmentent conjointement au fur et a` mesure de l’e´volution de l’onde de Kelvin-Helmholtz.
La perte de syme´trie est bien visible sur les profils transversaux des deux composantes de la
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Figure 5.9: Contours iso-vorticite´ des rouleaux de Kelvin-Helmholtz a` densite´ variable a` t = 24 et Re = 600
pour (a) Cρ = 0, (b) Cρ = 0.05, (c) Cρ = 0.25 et (d) Cρ = 0.5. L’incre´ment de vorticite´ est e´gal a` u0/6l0
pour les figures (a), (b)et (c) et il est double´ pour la figure (d). Les contours ne´gatifs sont en pointille´s.


















Figure 5.10: Profils verticaux a` x = π de la vitesse longitudinale (a) et la vitesse transversale (b) des
rouleaux de Kelvin-Helmholtz a` densite´ variable pour les quatre valeurs du contraste de densite´ : Cρ = 0
(trait continu), Cρ = 0.05 (trait discontinu), Cρ = 0.25 (trait mixte) et Cρ = 0.5 (trait pointille´).
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Figure 5.11: Contours iso-densite des rouleaux de Kelvin-Helmholtz a` densite´ variable a` t = 24 et Re = 600
pour (a) Cρ = 0.5 et Sc = 0.61 et (b) Cρ = 0.5 et Sc = 6.1. L’incre´ment de densite´ est e´gal a` ∆ρ/6.


















Figure 5.12: Contours iso-vorticite´ des rouleaux de Kelvin-Helmholtz a` densite´ variable a` t = 24 et Re = 600
et Cρ = 0.5 pour (a) Sc = 0.61 et (b) Sc = 6.1. Les contours ne´gatifs sont en pointille´s. L’incre´ment de
vorticite´ est e´gal a` u0/3l0.
vitesse, figure 5.10. La composante transversale V est particulie`rement affecte´e par la redistri-
bution de vorticite´ : elle devient fortement ne´gative et son amplitude maximale est multiplie´e
par 13 a` Cρ = 0.25 et par 25 a` Cρ = 0.5 par rapport au cas homoge`ne. Cette redistribution de
vorticite´ associe´e a` une dissyme´trisation du champ de vitesse est propre au RKHDV puisque
celui des rouleaux homoge`nes et stratifie´s est syme´trique, voir la figure 1 de Klaassen et Peltier
(1989).
Le champ de densite´ est lui aussi affecte´ par les modifications du champ d’advection
comme le de´note la le´ge`re dissyme´trie visible a` la figure 5.11. La limitation de la diffusion
de masse avec l’augmentation du nombre de Schmidt est bien visible sur la figure 5.11.b. Les
variations de densite´ sont concentre´es sur des couches plus fines et, pour une meˆme valeur du
contraste de densite´, elles sont naturellement associe´es a` des gradients de masse volumique
plus forts. La production barocline de vorticite´ en est alors d’autant plus intense comme le
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montre l’augmentation et le resserrement des contours sur la figure 5.12.b par rapport a` ceux
de la figure 5.12.a.
Toutes ces proprie´te´s n’ont pas d’e´quivalence dans les couches de me´lange homoge`nes et
stratifie´es. La dynamique spe´cifique des RKHDV imposera donc une se´lection probablement
diffe´rente des modes secondaires instables conduisant a` une route diffe´rente vers la turbulence.
On peut s’attendre a` l’augmentation des nombres d’onde des perturbations les plus instables
avec des effets de densite´ croissants puisqu’ils introduisent des e´chelles de plus en plus petites
dans l’e´coulement de base. Par ailleurs, les modes 3D auront sans doute une structure dis-
syme´trique impose´e par celle des champs de l’e´tat de base. Les re´sultats pre´sente´s dans les
prochaines sections en apporte les premie`res re´ponses.
5.2.2 Stabilite´ des RKHDV pour Cρ = 0.05 et Re = 600
Les calculs de stabilite´ 3D pre´sente´s au chapitre pre´ce´dent ont permis de valider les
proce´dures nume´riques du code de stabilite´ ainsi que les e´quations correspondant au cas ho-
moge`ne. En revanche, les termes supple´mentaires lie´s aux champs de masse volumique n’ont
pu l’eˆtre en raison de leur caracte`re nouveau. Afin de s’assurer du bon comportement du code,
on souhaite ve´rifier que la transition de la situation homoge`ne vers une couche de me´lange
a` densite´ variable est continue. C’est pourquoi la premie`re e´tude de stabilite´ a e´te´ effectue´e
pour un petit contraste de densite´, Cρ = 0.05 (cas 2), proche de la situation homoge`ne, avant
d’explorer une plage plus large de Cρ.

















Figure 5.13: (a) Taux de croissance σr et (b) fre´quence temporelle ω en fonction du nombre d’onde late´ral
k des RKHDV pour Cρ = 0.05, Re = 600, t = 24 et N = 45 (cas 2).
La stabilite´ des rouleaux a` densite´ faiblement variable est pre´sente´e a` la figure 5.13 pour
t = 24 et N = 45. Toutes les branches instables de´ja` observe´es en situation homoge`ne sont a`
nouveau pre´sentes et leurs caracte´ristiques n’ont pas e´volue´es de manie`re significative comme
le montre le tableau 5.3. Leurs champs d’e´nergie gardent une structure similaire a` leurs
homologues homoge`nes. Ils pre´sentent tout de meˆme une le´ge`re dissyme´trie impose´e par celle
de l’e´coulement de base, voir la figure 5.14 pour les modes B0 et C0 et l’annexe E pour
les autres modes. Par la suite, nous de´signeront ces modes par “branches homoge`nes” bien
que cela constitue un abus de langage. Elles posse`dent bien e´videmment une perturbation
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Figure 5.14: Contours iso-e´nergie des deux modes stationnaires principaux B0 et C0 des RKHDV pour
Cρ = 0.05, Re = 600, t = 24 et N = 45. L’e´nergie du mode est adimensionnalise´e de telle sorte qu’elle
soit unitaire pour la norme associe´e au produit scalaire (4.76). L’incre´ment est e´gal a` K˜max/10. Les labels,
les noms et les nombres d’onde correspondants a` la figure 5.13 sont reporte´s sur la figure.
de masse volumique, mais cette de´nomination permettra de les diffe´rencier simplement des
nouvelles branches.
En effet, les calculs ont permis de de´couvrir une nouvelle famille de branches instables
qui pre´sentent un maximum d’amplification pour k = 0. Par extension de cette proprie´te´, ces
nouveaux modes seront appele´s modes bidimensionnels. Seule la branche la plus amplifie´e est
reporte´e2 sur la figure 5.13 afin de ne pas en surcharger le contenu. Ces perturbations sont
oscillantes et ont des taux de croissance faibles par rapport a` ceux des trois principaux modes
homoge`nesB0,B1 et C0. Les caracte´ristiques du mode le plus amplifie´ de la branche principale,
note´ M12D (), sont σr = 0.04 et ω = 7.83. La fre´quence temporelle est e´tonnamment grande
par rapport a` celles des instabilite´s homoge`nes oscillantes.
L’e´nergie de ce mode est concentre´e du coˆte´ le´ger du rouleau dans la zone ou` la production
barocline de vorticite´ est la plus intense lors du de´veloppement de l’onde de Kelvin-Helmholtz,
voir figure 5.15. Les champs de perturbation de vorticite´ et de densite´, dont les variations
sont concentre´es sur la meˆme re´gion, pre´sentent une oscillation le long de la tresse du rouleau
primaire avec une alternance de zones positives et ne´gatives, figure 5.16. Cette structuration
du champ de vorticite´ est caracte´ristique d’une instabilite´ de type Kelvin-Helmholtz d’une
couche de cisaillement, et ce mode correspond a` l’instabilite´ secondaire barocline de´cele´e par
Reinaud, Joly et Chassaing (2000) au moyen de simulations non-visqueuses 2D. En effet,
localement la tresse peut-eˆtre conside´re´e comme une couche de vorticite´ monodimensionnelle
soumise a` un champ d’e´tirement, induit ici par l’enroulement de la structure primaire, et
elle est a` ce titre conforme au the´ore`me de Squire qui indique que le mode le plus amplifie´
est le mode 2D pour k = 0. Avec ce mode`le simple illustre´ a` la figure 5.17, Dritschell et al.
(1991) ont montre´ que la stabilite´ de cette couche cisaille´e re´sulte de la compe´tition entre le
cisaillement, source d’instabilite´s, et l’e´tirement qui posse`de un effet stabilisant. En effet, non
seulement il atte´nue par compression les oscillations de vitesse dans la direction transversale
mais il allonge e´galement les longueurs d’onde dans la direction longitudinale, parfois au-dela`
2voir l’annexe E pour les autres branches
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Mode Cρ k σr ω
mode B0 (◦) 0 1.8 0.140185 0
0.05 1.8 0.14028 0
mode B1 (⊲) 0 2.05 0.097606 0.189495
0.05 2.05 0.096753 0.188066
mode B 3
2
(⊳) 0 2.1 0.03882 0.288676
0.05 2.3 0.038581 0.283565
mode B2 (×) 0 2.25 0.032675 0.416228
0.05 2.25 0.02989 0.415116
mode Bi0 (△) 0 2.05 0.048653 0
0.05 2.15 0.052323 0
mode C0 () 0 0.95 0.085787 0
0.05 0.95 0.086554 0
mode C1 (•) 0 0.6 0.067652 0.374204
0.05 0.6 0.06788 0.374791
mode C2 () 0 0.7 0.045901 0.737592
0.05 0.7 0.044627 0.739794
mode Cii0 (▽) 0 1.7 0.055171 0
0.05 1.7 0.056822 0
mode Ci1 (∗) 0 1.35 0.056013 0.414854
0.05 1.4 0.056337 0.419738
mode Ci0 (♦) 0 1.45 0.074415 0
0.05 1.45 0.075296 0
mode Ciii0 (⋆) 0 2.15 0.027309 0
0.05 2.2 0.02844 0
Tableau 5.3: Caracte´ristiques des modes homoge`nes pour les deux cas Cρ = 0 et Cρ = 0.05. Les labels des
modes correspondent a` ceux pre´sents sur les figures 4.12 et 5.13.
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Figure 5.15: Contours iso-e´nergie du mode oscillant 2D principal M12D. L’e´nergie du mode est adimension-
nalise´e de telle sorte qu’elle soit unitaire pour la norme associe´e au produit scalaire (4.76). L’incre´ment est
e´gal a` K˜max/10. Le label correspondant a` la figure 5.13 est reporte´ sur la figure.
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Figure 5.16: (a) Contours iso-vorticite´ transversale ω˜z et (b) Contours iso-densite´ ρ˜ du mode oscillant 2D
M12D. La vorticite´ du mode est adimensionnalise´e de telle sorte que la perturbation posse`de une enstrophie
unitaire pour la norme associe´e au produit scalaire (4.76). De meˆme, la densite´ du mode est adimension-
nalise´e de telle sorte qu’elle soit unitaire. L’incre´ment de vorticite´ est e´gal a` (ω˜z,max − ω˜z,min)/10 et celui
de densite´ a` (ρ˜max − ρ˜min)/10. Le label correspondant a` la figure 5.13 est reporte´ sur les deux figures.
Figure 5.17: Mode´lisation de la tresse des rouleaux de Kelvin-Helmholtz par une couche de vorticite´ soumise
a` un champ d’e´tirement, d’apre`s Dritschell et al. (1991).
de la gamme d’amplification. Dans le cas d’un brin uniforme de vorticite´, un rapport e´tirement
sur vorticite´ de 0.25 suffit a` pre´venir le de´veloppement de toutes les perturbations. En couche
de me´lange homoge`ne, le montant de vorticite´ dans la tresse est trop faible puisque celle-ci se
vide de la vorticite´ initiale sous l’action du champ d’e´tirement et aucune instabilite´ secondaire
de type Kelvin-Helmholtz ne s’y de´veloppe. Par contre, en pre´sence d’inhomoge´ne´¨ıte´s de
masse volumique, ce crite`re peut ne plus eˆtre satisfait localement en raison de la productuon
barocline de vorticite´ dans la tresse. Staquet (1995) a transpose´ avec succe`s ce crite`re a` la
couche de me´lange fortement stratifie´e conduisant a` un seuil critique du rapport vorticite´
sur e´tirement beaucoup plus faible en raison du caracte`re stabilisant de la stratification, i.e.
γ/ω < 0.027 pour Re ≥ 2000 et Ri = 0.167. Dans ce cas, la production barocline de vorticite´
ne varie qu’avec le gradient de densite´ puisque l’acce´le´ration de la pesanteur est constante.
C’est au point selle de la tresse qu’il est le plus fort et c’est pre´cise´ment a` cette location que
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Figure 5.18: (a) Instabilite´ secondaire 2D de type Kelvin-Helmholtz se de´veloppant dans une couche de
me´lange stratifie´e a` Re = 2000 et Ri = 0.167 d’apre`s Staquet (1995). (b) Instabilite´ secondaire 2D de
type Kelvin-Helmholtz se de´veloppant dans une couche de me´lange a` densite´ variable a` Re ∼ 10000 et
Cρ = 0.5 d’apre`s Reinaud, Joly et Chassaing (2000).
Staquet (1995) a identifie´ le de´veloppement d’une instabilite´ secondaire 2D de type Kelvin-
Helmholtz, voir la figure 5.18.a. En couche de me´lange a` densite´ variable, cette instabilite´ se
de´veloppe au cours de l’enroulement de la couche de cisaillement situe´e du coˆte´ le´ger, voir
la figure 5.18.b. Avec les effets de densite´, la production barocline dans la zone de la tresse
qui s’enroule du coˆte´ le´ger du rouleau fait apparaˆıtre une quantite´ de vorticite´ suffisante pour
activer le mode secondaire de Kelvin-Helmholtz. A Cρ = 0.05, la production barocline n’est
pas assez intense pour que le mode 2D soit pre´dominant sur les perturbations 3D homoge`nes.
Avec des contrastes de densite´ plus grands, la zone de la tresse voit une augmentation intense
de la production barocline de vorticite´, figure 5.9. On s’attend donc a` l’existence d’une valeur
critique du contraste de densite´ pour laquelle le mode 2D devienne le plus amplifie´.
C’est pourquoi il est maintenant inte´ressant de regarder ce que deviennent les principales
branches instables pour des valeurs de Cρ plus grandes. Mais avant d’entreprendre ces calculs,
il est ne´cessaire de faire un point sur la convergence et le choix du niveau de troncature. La
calcul pre´ce´dent a e´te´ re´alise´ pour un niveau de troncature de N = 45 de´termine´ dans le
cas homoge`ne pour fournir une convergence satisfaisante de l’essentiel des modes, i.e. des
modes les plus amplifie´s. C’est toujours le cas ici, et tous les modes pre´sente´s a` la figure 5.13
sont converge´s. Cependant, la taille du proble`me au valeurs propres augmente singulie`rement
par l’ajout de la variation de masse volumique. Pour un meˆme niveau de troncature N , le
temps de calcul est multiplie´ par un facteur proche de 4 entre la situation homoge`ne et le
cas a` densite´ variable. L’exploration de la stabilite´ des RKHDV va ne´cessiter un nombre
conse´quent de cas et il est ne´cessaire de gagner en temps de calcul pour les produire en un
temps raisonnable. C’est pourquoi, l’influence de N est analyse´e plus pre´cise´ment sur les
modes principaux que l’on va conside´rer par la suite. Ces modes convergent plus rapidement
que les branches faiblement amplifie´es, et un niveau de troncature de N = 35 restitue correc-
tement leurs caracte´ristiques, voir le tableau 5.4. C’est cette valeur qui a e´te´ choisie pour les
re´sultats pre´sente´s ci-apre`s.
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Mode N k σr |∆σr| ω |∆ω|
B0 25 1.9 0.136791 - 0 -
B0 27 1.8 0.138067 0.79% 0 -
B0 29 1.85 0.137681 0.28% 0 -
B0 31 1.8 0.138424 0.54% 0 -
B0 33 1.8 0.138789 0.26% 0 -
B0 35 1.8 0.138797 0.06% 0 -
B0 37 1.8 0.13937 0.41% 0 -
B0 39 1.8 0.139487 0.08% 0 -
B0 41 1.8 0.139729 0.17% 0 -
B0 43 1.8 0.139851 0.09% 0 -
B0 45 1.8 0.14028 0.31% 0 -
C0 25 0.95 0.08454 - 0 -
C0 27 0.95 0.084361 0.75% 0 -
C0 29 0.95 0.084996 1.38% 0 -
C0 31 0.95 0.086186 0.11% 0 -
C0 33 0.95 0.086283 0.19% 0 -
C0 35 0.95 0.086449 0.03% 0 -
C0 37 0.95 0.086478 0.03% 0 -
C0 39 0.95 0.086489 0.01% 0 -
C0 41 0.95 0.086504 0.02% 0 -
C0 43 0.95 0.086532 0.03% 0 -
C0 45 0.95 0.086554 0.03% 0 -
B1 25 2.1 0.096124 - 0.199358 -
B1 27 2.1 0.100042 1.72% 0.184011 8.34%
B1 29 2.1 0.098354 2.22% 0.183792 1.76%
B1 31 2 0.0962223 1.62% 0.184336 2.84%
B1 33 2 0.094689 0.02% 0.189721 1.68%
B1 35 2 0.094705 0.04% 0.186578 0.87%
B1 37 2.05 0.094726 0.02% 0.188219 0.87%
B1 39 2.05 0.09474 0.02% 0.18879 0.3%
B1 41 2.05 0.09505 0.33% 0.187411 0.74%
B1 43 2.05 0.095856 0.84% 0.187691 0.15%
B1 45 2.05 0.096753 0.93% 0.188066 0.2%
Tableau 5.4: Convergence des modes principaux (B0, C0 et B1) en fonction de N pour les RKHDV avec
Cρ = 0.05, Re = 600 et t = 24. Le symbole ∆• mesure la variation relative de la grandeur • entre deux
cas successifs correspondants aux niveaux de troncature indique´s dans le tableau.
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5.2.3 Influence du contraste de densite´ sur la stabilite´ de RKHDV
Les courbes d’amplification correspondant aux modes B0, B1, C0 et M
1
2D sont pre´sente´es
a` la figure 5.19 pour Cρ = 0.25 (cas 3) et Cρ = 0.5 (cas 4). Dans les deux cas, c’est le mode 2D
qui est le plus amplifie´, ce qui signifie que le seuil critique du contraste de densite´ pour lequel
l’instabilite´ secondaire de Kelvin-Helmholtz devient la plus amplifie´e est compris entre 0.05 et
0.25. A Cρ = 0.25, l’allure des branches B0, B1 et C0 ressemble encore a` leurs homologues de
la figure 4.12. Par contre a` Cρ = 0.5, elles pre´sentent des diffe´rences marque´es. Les modes de
tresse ont un taux de croissance relativement constant sur toute la plage des nombres d’onde
late´raux avec un maximum tre`s peu prononce´. De plus, le mode de tresse d’ordre 1 B1 posse`de
pour la premie`re fois un taux de croissance plus grand que celui du mode fondamental B0
au-dela` de k ∼ 2. Enfin, la branche de cœur garde sa forme en cloche mais elle est de moins
en moins amplifie´e avec Cρ croissant.




















Figure 5.19: Taux de croissance σr des branches principales B0 (◦), C0 (), B1 (⊲) etM12D () du spectre
des RKHDV a` Re = 600 et N = 35 pour (a) Cρ = 0.25 et t = 24 (cas 3) et (b) Cρ = 0.5 et t = 22 (cas
4).
La figure 5.20 donne l’influence du contraste de densite´ sur le nombre d’onde et le taux
de croissance des modes les plus instables de ces quatre branches. On constate que le nombre
d’onde k le plus amplifie´ varie peu avec Cρ sauf pour celui du mode B1 qui augmente, et ce
de`s Cρ = 0.25. En revanche, les taux de croissance sont plus sensibles a` l’augmentation du
contraste de densite´. Pour le mode 2D, σr affiche une croissance monotone avec l’augmentation
du Cρ. La courbure ne´gative de la courbe laisse penser qu’il existe une asymptote horizontale
synonyme de saturation des effets de densite´. Pour s’en assurer il faudra conside´rer la stabilite´
des RKHDV pour des contrastes plus intenses. Le seuil critique de pre´dominance du mode
2D est de Cρ = 0.18. Cette valeur est obtenue sur peu de points et d’apre`s la tendance de
la courbe, elle devrait diminuer le´ge`rement avec une discre´tisation plus fine en Cρ. Elle ne
pre´sente pas un caracte`re ge´ne´ral, le nombre de Reynolds et de Schmidt constituant d’autres
parame`tres de controˆle. Le taux de croissance des trois autres modes pre´sente une e´volution
moins re´gulie`re que celle du mode 2D, avec des changements brusques a` Cρ = 0.5. Pour ce
niveau de troncature, il est possible que les calculs ne soient pas correctement converge´s pour
cette valeur du contraste, en particulier pour les modes de tresse. En effet, les gradients de
vitesse et de densite´ des rouleaux deviennent plus intenses avec la concentration de vorticite´
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Figure 5.20: Influence du contraste de densite´ sur le nombre d’onde et le taux de croissance des modes B0
(◦), B1 (⊲), C0 () et M12D () pour N = 35.
en nappes d’e´paisseur de´croissante dans la re´gion des tresses. Il nous paraˆıt donc ne´cessaire
d’augmenter le niveau de troncature pour statuer de manie`re plus de´finitive sur les re´sultats
a` Cρ = 0.5.
5.2.4 Influence du nombre de Schmidt de l’e´tat de base et hypothe`se
d’e´volution isovolume
L’influence du nombre de Schmidt de l’e´tat de base est ici envisage´e brie`vement avec la
stabilite´ des RKHDV a` Cρ = 0.5 et Sc = 6.1 (cas 5). Dans ces conditions, la diffusion de
masse est fortement limite´e et l’hypothe`se d’un e´coulement de base a` dynamique isovolume
constitue une approximation moins forte. Le tableau 5.5 donne la valeur maximale de la
divergence du champ de vitesse de l’e´tat de base a` t = 24 pour chacun des cinq cas e´tudie´s
ici. On constate qu’il augmente naturellement avec le contraste de densite´ puisque ce sont
les gradients de masse volumique qui interviennent dans le terme de diffusion, voir l’e´quation
(2.24). Une multiplication par dix du nombre de Schmidt entre les cas 4 et 5 permet de
diminuer de moitie´ l’amplitude de la divergence du champ de vitesse.
cas Cρ Sc max(d)
1 0 - 0%
2 0.05 1 0.36%
3 0.25 0.43 2.3%
4 0.5 0.61 5.9%
5 0.5 6.1 2.9%
Tableau 5.5: Maximum de la divergence du champ de vitesse a` t = 24 pour les 5 cas du tableau 5.2. La
valeur est donne´e en pourcentage de l’e´chelle caracte´ristique des gradients de vitesse u0/l0.
Les branches principales des RKHDV a` grand nombre de Schmidt (cas 5) sont pre´sente´es a`
la figure 5.21. Les tendances de la figure 5.19.b sont restitue´es. Les caracte´ristiques des modes
les plus instables sont le´ge`rement modifie´es par l’augmentation du nombre de Schmidt, voir
le tableau 5.6. On observe notamment une augmentation du taux de croissance de tous les
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Figure 5.21: Taux de croissance σr des branches principales B0, C0, B1 et M
1
2D du spectre des RKHDV a`
Re = 600, Cρ = 0.5, t = 22, N = 35 et Sc = 6.1 (cas 5).
modes. Ces variations dans les re´sultats entre les cas 4 et 5 sont probablement la conse´quence
de l’intensification des effets de densite´ plus que de la diminution de l’amplitude des termes
ne´glige´s par le mode`le, i.e. la divergence du champ de vitesse de l’e´tat de base. Pour en eˆtre
certain, il faudrait re´soudre le proble`me de stabilite´ en tenant compte de la diffusion de masse,
et comparer les re´sultats obtenus avec les deux mode`les. Cela fait partie des perspectives
imme´diates de ce travail, devant conduire a` la consolidation de ces re´sultats originaux.
Mode Sc k σr ω
mode B0 (◦) 0.61 1.75 0.148243 0
6.1 2.2 0.162258 0
mode B1 (⊲) 0.61 3.2 0.156044 0.176999
6.1 3.3 0.163191 0.177432
mode C0 () 0.61 1.2 0.05379 0
6.1 1.15 0.056171 0
mode M12D () 0.61 0 0.24425 6.611735
6.1 0 0.246836 4.753598
Tableau 5.6: Caracte´ristiques des modes homoge`nes pour les deux cas Sc = 0.61 et Sc = 6.1. Dans les
deux cas Re = 600, Cρ = 0.5 et t = 24. Les labels des modes correspondent a` ceux pre´sents sur la figure
5.13.
Le code stabilite´ 3D a livre´ ici ses premiers re´sultats avec une information essentielle : pour
un grand nombre de Reynolds et un nombre de Schmidt infini, l’instabilite´ bidimensionnelle de
type Kelvin-Helmholtz de´couverte pas Reinaud, Joly et Chassaing (2000) est potentiellement
la plus amplifie´e au-dela` d’un contraste de densite´ critique. Une analyse comple´mentaire en
cours permettra entre autre d’affiner la mesure de l’influence du contraste de densite´ et de
comparer les variations du taux de croissance des principaux modes au cours de l’e´volution
temporelle de l’onde primaire.
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Chapitre 6
Conclusions et Perspectives
Cette the`se a pour objet la caracte´risation et l’analyse de la transition des e´coulements
cisaille´s libres a` densite´ variable, incompressibles et non-pesants. Dans ces conditions, les
inhomoge´ne´ite´s de masse alte`rent la dynamique rotationnelle locale au travers du couple ba-
rocline qui produit et de´truit de la vorticite´. Ces phe´nome`nes sont tre`s intenses au point que
les jets axisyme´triques le´gers pre´sentent une transition vers la turbulence particulie`re avec
l’apparition d’e´jections late´rales spectaculaires. Elles sont en effet associe´es a` l’instabilite´ tri-
dimensionnelle secondaire du jet le´ger caracte´rise´e par l’apparition de dipoˆles tourbillonnaires
longitudinaux entre les anneaux primaires successifs. Les re´sultats pre´sente´s ici ont e´te´ ob-
tenus a` partir de deux e´tudes mene´es conjointement : (i) une caracte´risation expe´rimentale
des jets late´raux destine´e a` comple´ter les conclusions des travaux ante´rieurs sur le sujet et
(ii) une e´tude de stabilite´ line´aire visant a` connaˆıtre l’influence du couple barocline, dont
l’intensite´ est mesure´e par le contraste de densite´, sur l’instabilite´ primaire du jet et sur les
modes secondaires des couches de me´lange a` densite´ variable. Ces deux travaux distincts ne
sont pas sans corre´lation puisque la couche de cisaillement du jet est assimilable a` une couche
de me´lange connexe et ce d’autant plus que l’e´paisseur de cisaillement θ est petite devant le
rayon du jet.
La campagne expe´rimentale a de´bute´ par des visualisations strioscopiques directes qui ont
permis de de´crire qualitativement le comportement des jets late´raux en fonction du rapport
de densite´ du jet et du nombre de Reynolds et d’en de´terminer la frontie`re d’existence en fonc-
tion de ces deux parame`tres. La comparaison de leur domaine d’existence avec la frontie`re
convective-absolue de l’instabilite´ primaire du jet montre qu’un jet absolument instable est
une condition suffisante mais non ne´cessaire pour l’apparition de ces e´jections puisqu’il est
e´galement possible de les observer lorsque l’instabilite´ de Kelvin-Helmholtz est convective-
ment instable. De plus, les e´jections sont fixes et durables quand le mode primaire est ab-
solu et elles sont intermittentes et a` position azimutale variable lorsqu’il est convectif. Ces
re´sultats viennent donc pre´ciser les conclusions de Monkewitz et Pfizenmaier (1991). Dans
un deuxie`me temps, une caracte´risation plus pre´cise de la structure de l’e´coulement dans la
zone des e´jections a e´te´ obtenue graˆce a` des visualisations par tomographie laser. Elles ont
permis de montrer que l’abscisse longitudinale du point d’e´jection diminue avec le nombre de
Reynolds et que l’angle entre la direction des jets late´raux et l’axe longitudinal du jet prin-
cipal augmente avec la vitesse de sortie du jet pour atteindre une valeur voisine de 90◦ aux
grands nombres de Reynolds. Par ailleurs, la pre´sence d’anneaux de vorticite´ caracte´ristiques
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des “starting jets” indiquent que l’e´jection de fluide par les dipoˆles tourbillonnaires est pulse´e
au rythme de passage des anneaux primaires. De plus, le mode secondaire du jet responsable
des e´jections posse`de un nombre d’onde azimutal qui augmente naturellement avec le nombre
de Reynolds. Enfin, le caracte`re stable/instable des e´jections late´rales a e´te´ directement relie´e
a` la re´gularite´ de l’organisation de l’instabilite´ secondaire.
La premie`re e´tude de stabilite´ line´aire s’est focalise´e sur l’influence du contraste de densite´
et de la forme du profil initial de masse volumique relative a` celle du profil de vitesse sur le
mode primaire du jet rond. Les effets baroclines affectent principalement la vitesse de convec-
tion des anneaux en la rapprochant de la vitesse du fluide la plus lourd. Les caracte´ristiques
du mode primaire sont e´galement sensibles au rapport d’e´paisseur des gradients ǫ = θ/θρ et
au de´calage relatif r0 des point d’inflexion des deux profils de l’e´tat de base. En particulier, la
diminution de l’e´paisseur du profil de densite´ rend le jet sensible a` des longueurs d’onde plus
courtes et la croissance de l’instabilite´ est amplifie´e en re´ponse a` l’augmentation des gradients
de densite´. En accord avec les re´sultats de Raynal et al. (1996) sur les jets plans, le de´calage
du point d’inflexion du profil de masse volumique vers le coˆte´ le´ger de l’e´coulement favorise
l’instabilite´ de Kelvin-Helmholtz alors qu’un de´calage vers le coˆte´ lourd l’atte´nue.
La seconde e´tude de stabilite´ concerne les modes 3D secondaires des couches de me´lange a`
densite´ variable. L’approche quasi-statique de Klaassen et Peltier (1985, 1991) pour les couches
de me´langes stratifie´es a e´te´ adopte´e. Elle est base´e sur une hypothe`se de se´paration d’e´chelle :
les modes secondaires se de´veloppent sur une e´chelle de temps beaucoup plus courte que celle
de l’e´volution de l’onde non-line´aire de Kelvin-Helmholtz. Les premiers re´sultats montrent
que l’on retrouve l’instabilite´ bidimensionnelle secondaire de´couverte par Reinaud, Joly et
Chassaing (2000) parmi les branches amplifie´es. Ce mode se de´veloppe essentiellement sur la
tresse situe´e du coˆte´ le´ger de l’e´coulement la` ou` la production barocline de vorticite´ est la
plus intense. Il s’agit d’une instabilite´ de type Kelvin-Helmholtz qui re´sulte de l’amplification
des oscillations de la couche de cisaillement sous l’action du champ d’e´tirement pre´sent dans
la tresse. L’exploration de la stabilite´ pour diffe´rents contrastes de densite´ montre qu’il existe
un seuil a` partir duquel ce mode 2D devient le mode secondaire le plus amplifie´. Une premie`re
estimation du seuil a conduit a` une valeur critique de Cρ = 0.18 pour un nombre de Reynolds
de Re = 600.
Les deux outils mis en oeuvre au cours de ce travail n’ont de´livre´ que leurs tous premiers
re´sultats. Tant sur le plan expe´rimental que sur le plan nume´rique, il existe de nombreuses
perspectives a` cette double e´tude.
La mise en place de la ve´locime´trie par image de particules (PIV) et de la fluorescence in-
duite par un plan laser (PLIF) au sein du laboratoire avec l’acquisition prochaine du mate´riel
et des logiciels ne´cessaires, permettra d’obtenir des informations quantitatives quant a` l’im-
pact des jets late´raux sur l’e´coulement principal. Avec la PIV, on mesurera l’entraˆınement
dans la zone des e´jections, a` l’image des travaux de Liepmann et Gharib (1992) pour le jet
homoge`ne. La PLIF fournira quant a` elle une information sur l’impact des jets late´raux sur
le taux de me´lange. A titre illustratif, on donne sur la figure 6.1 re´alise´e pour un test du banc
PIV/PLIF DANTEC, le champ de vitesse instantane´e dans un plan longitudinal d’un jet a`
S = 0.5 et Re = 1500. Une autre aspect inte´ressant re´side dans le controˆle de l’e´coulement :
on peut chercher a` faire apparaˆıtre les jets late´raux en dehors de leur domaine d’occurrence
spontane´e en perturbant le jet principal sur son mode pre´fe´re´.
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Figure 6.1: Champ de vitesse obtenu par PIV pour un jet a` S = 0.5 et Re = 1500.
Au niveau de l’analyse de stabilite´, les travaux les plus urgents consistent a` terminer
l’exploration des modes 3D des RKHDV. Pour cela, on adaptera le code pour pouvoir utiliser
les ressources informatiques de l’IDRIS et gagner ainsi en puissance et en temps de calcul.
On cherchera ensuite a` affiner l’analyse de l’influence du contraste de densite´ et regarder
celle des nombres de Reynolds et de Schmidt en situation inhomoge`ne. On pourra e´galement,
comme pour le cas homoge`ne au chapitre 4, comparer les variations du taux de croissance
des principaux modes au cours de l’e´volution temporelle de l’onde primaire. Joly (2002) a
montre´ que le de´veloppement de l’instabilite´ primaire des couches de me´lange e´tait sensible
aux parame`tres ge´ome´triques des profils de vitesse et de densite´ initiaux. L’influence indirecte
de ces parame`tres sur la stabilite´ tridimensionnelle pourra eˆtre envisage´e. Par ailleurs, bien
que ce travail mathe´matique soit ardu, la version des e´quations (4.34)-(4.36) tenant compte
de la diffusion de masse pourra eˆtre de´rive´e afin de statuer de´finitivement sur l’influence des
termes ne´glige´s par le pre´sent mode`le. Il sera inte´ressant de regarder le domaine non-line´aire
du de´veloppement des perturbations avec le code spectral 3D de´veloppe´ par Joly (2002).
Enfin, dans une perspective a` plus long terme, il serait inte´ressant de transcrire ce travail
sur la stabilite´ 3D des jets plans et des jets ronds a` densite´ variable. Avec ce dernier point,
on aurait la possibilite´ de corre´ler directement les re´sultats expe´rimentaux avec ceux issus de
l’e´tude de stabilite´.
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Proprie´te´s physiques du jet de
me´lange air-he´lium
La pre´sente annexe donne la de´finition et le calcul des diffe´rentes proprie´te´s physiques du me´lange
air-he´lium ainsi que leur e´volution en fonction du rapport densite´ S. On se place dans les conditions
de l’e´tude : me´lange binaire a` faible nombre de Mach sous des conditions d’atmosphe`re standard
(T = 288.15 K et P = 101325 Pa).
A.1 Masse volumique et fraction massique
On de´signe ρa et ρh les masses volumiques de l’air et de l’he´lium que l’on conside`re comme des
gaz parfaits. La loi des gaz parfait P/ρ = rT permet de calculer leur masse volumique respective avec
ra = 287 J.kg
−1.K−1 et rh = 2080 J.kg
−1.K−1. On a
ρa = 1.225 kg. m
−3 ρh = 0.169 kg. m
−3 . (A.1)





ou` ma, mh de´signent respectivement la masse d’air et d’he´lium pre´sente dans le me´lange. La loi
d’additivite´ des volumes dans le me´lange permet de relier la masse volumique du me´lange ρ a` la
concentration en air :
ρ = a ρCa + b , (A.3)
ou` a = (ρa − ρh)/ρa et b = ρh. L’e´volution de Ca et de ρ en fonction de S est repre´sente´e a` la figure
(A.1). On constate que ρ varie line´airement avec S.
A.2 Chaleurs spe´cifiques a` pression et volume constant
Comme mentionne´ au chapitre 3, on calcule les chaleurs spe´cifiques du me´lange en fonction de la
fraction massique de l’un des deux constituants, Borel (1991). Il vient :
cv = Ca cv,a + (1− Ca) cv,h , (A.4)
cp = Ca cp,a + (1− Ca) cp,h , (A.5)
ou` cv,a = 700 J.kg
−1.K−1, cv,h = 3000 J.kg
−1.K−1, cp,a = 1000 J.kg
−1.K−1 et cp,h = 5000 J.kg
−1.K−1.
On en de´duit le rapport γ = cp/cv directement. La figure (A.2) pre´sente l’e´volution de ces trois
grandeurs en fonction du rapport de densite´ du me´lange.
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Figure A.1: (a) Concentration en air dans le me´lange et (b) masse volumique du me´lange en fonction du
rapport de densite´ du jet.





























Figure A.2: (a) Chaleur spe´cifique a` volume constant, (b) chaleur spe´cifique a` pression constante et (c) γ
du me´lange en fonction du rapport de densite´ du jet.
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A.3 Viscosite´
La viscosite´ dynamique d’un gaz parfait est donne´e par la loi de Sutherland










ou` µ(T ) de´signe la viscosite´ a` la tempe´rature T , µ0 la viscosite´ a` T = 273.15 K et C la constante de
Sutherland de´finie par C = 1.47 Teb avec Teb la tempe´rature d’e´bullition du gaz. Dans le cas pre´sent,
on a :
Teb,a = 78.8K Ca = 115.8 µ
0
a = 1.708 10
−5 kg. m−1. s−1 , (A.7)
Teb,h = 4.22K Ch = 6.209 µ
0
h = 1.86 10
−5 kg. m−1. s−1 . (A.8)



























La viscosite´ cine´matique est de´finie par ν = µ/ρ. La figure (A.3) pre´sente l’e´volution des deux viscosite´s
en fonction de S. On constate que si µ est relativement inde´pendante de la composition du me´lange
comme suppose´ au chapitre 2, ν varie beaucoup pour les faibles rapports de densite´ a` cause de ρ.












Figure A.3: Viscosite´ dynamique (trait discontinu) et cine´matique (trait continu) du me´lange en fonction
du rapport de densite´ du jet.
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A.4 Diffusivite´ massique et nombre de Schmidt
La diffusivite´ massique d’un gaz parfait a de faible densite´ dans un gaz b est donne´e par la formule












ou`Ma etMb de´signent les masses molaires des gaz a, b et σab, ΩD,ab sont des parame`tres de Lennard-
Jones de´termine´s de manie`re empirique, pour plus d’informations voir Bird, Stewart et Lightfoot
(1960). Dans le cas du couple he´lium-air, on a une diffusivite´ constante de D = 8.04 10−6 cm2.s−1.
Le nombre de Schmidt du jet, Sc = µjet/(ρjetD), varie avec S au travers de ρjet, voir figure
(A.4). On constate que pour les faibles rapports de densite´, il est de l’ordre de l’unite´ avec une valeur
maximale de 1.3 pour un jet d’he´lium pur.






Figure A.4: Nombre de Schmidt du me´lange en fonction du rapport de densite´ du jet.
A.5 Conductivite´ thermique et nombre de Prandtl
Pour un gaz parfait, la conductivite´ thermique est proportionnelle a` la viscosite´ dynamique. On










On trouve pour l’he´lium une valeur de λ0h = 0.152 J.s
−1.g−1.K−1. Pour l’air, la valeur standard
est λ0a = 0.023 J.s
−1.g−1.K−1. La de´pendance avec la tempe´rature peut-eˆtre mode´lise´e de manie`re
satisfaisante par une loi similaire a` la loi de Sutherland pour la viscosite´ dynamique, Hermouche
(1996). Le calcul de la conductivite´ thermique d’un me´lange de gaz s’apparente a` celui de la viscosite´
dynamique, Bird, Stewart et Lightfoot (1960). Dans le cas d’un me´lange binaire entre deux gaz parfaits
a et b, il vient
λ(T,Ca) =
λa(T )





ou` φab et de´fini par l’e´quation (A.10). La figure (A.5) illustre la variation de la conductivite´ ther-
mique, de la diffusivite´ thermique, a = λjet/(ρjetcp,jet), et du nombre de Prandtl du me´lange,
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Pr = µjet cp,jet/λjet, en fonction du rapport de densite´ du jet. On constate que l’hypothe`se d’une
conductivite´ thermique et d’une diffusivite´ thermique constantes reste valable sur une large plage de
S.
























Figure A.5: (a) Conductivite´ thermique, (b) diffusivite´ thermique et (c) nombre de Prandtl du me´lange en
fonction du rapport de densite´ du jet.
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Annexe B
Visualisations issues de la
campagne expe´rimentale
Cette annexe pre´sente plusieurs se´ries de visualisations tire´es de la campagne expe´rimentale re´alise´e
pendant la the`se.
Figure B.1: Voir la figure suivante.
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Figure B.2: Coupes transversales du jet pour S = 0.5 et Re = 1500 a` x/D = 4.4. Ces 18 images successives
sont tire´es d’un film re´alise´ avec une fre´quence d’acquisition de 1220 Hz et un temps d’exposition de 0.75
ms. La se´quence de´marre en haut a` gauche et se lit de gauche a` droite et de haut en bas. La fre´quence de
l’instabilite´ primaire est de ∼ 150 Hz.
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Figure B.3: Voir la figure suivante.
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Figure B.4: Coupes transversales du jet pour S = 0.5 et Re = 2000 a` x/D = 3.1. Ces 24 images successives
sont tire´es d’un film re´alise´ avec une fre´quence d’acquisition de 1540 Hz et un temps d’exposition de 0.646
ms. La se´quence de´marre en haut a` gauche et se lit de gauche a` droite et de haut en bas. La fre´quence de
l’instabilite´ primaire est de ∼ 190 Hz.
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Figure B.5: Coupes transversales du jet pour S = 0.5 et Re = 2500 a` x/D = 3.5. Ces 12 images successives
sont tire´es d’un film re´alise´ avec une fre´quence d’acquisition de 1540 Hz et un temps d’exposition de 0.646
ms. La se´quence de´marre en haut a` gauche et se lit de gauche a` droite et de haut en bas. La fre´quence de
l’instabilite´ primaire est de ∼ 200 Hz.
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Annexe C
Calcul des matrices d’interaction
Les coefficients du syste`me aux valeurs propres (4.77)-(4.82) sont de la forme :









pq(x, y)dxdy , (C.1)
ou` f ∈ {U,Ux,Uy, V, V x,R,Rx,Ry} et Pnm, Qpq ∈ {Fnm, Gpq}. Les matrices d’interaction J inpmq sont
de´finies par :
J1npmq = −〈RFnm, Fpq〉 , (C.2)
J2npmq = − iBm 〈RUFnm, Fpq〉 +Dn 〈RV Gnm, Fpq〉 − 〈RUxFnm, Fpq〉 −
Anm
Re
δnp δmq , (C.3)
J3npmq = −〈RUyGnm, Fpq〉 , (C.4)
J4npmq = −〈(UUx + V Uy)Gnm, Fpq〉 , (C.5)
J5npmq = 〈RGnm, Gpq〉 , (C.6)
J6npmq = iBm 〈RUGnm, Gpq〉 +Dn 〈RV Fnm, Gpq〉+ 〈RVyGnm, Gpq〉 −
Anm
Re
δnp δmq , (C.7)
J7npmq = 〈RVxFnm, Gpq〉 , (C.8)
J8npmq = 〈(UVx + V Vy)Gnm, Gpq〉 , (C.9)
J9npmq = − iBm 〈RUFnm, Fpq〉 +Dn 〈RV Gnm, Fpq〉 −
Anm
Re
δnp δmq , (C.10)
J10npmq = − iBm 〈UGnm, Gpq〉 −Dn 〈V Fnm, Gpq〉 , (C.11)
J11npmq = −〈RxFnm, Gpq〉 , (C.12)
J12npmq = −〈RyGnm, Gpq〉 , (C.13)
J13npmq = 〈RxFnm, Fpq〉 , (C.14)
J14npmq = 2iBm 〈RUxFnm, Fpq〉 − 2Dn 〈RVxGnm, Fpq〉+ iBm 〈RxUFnm, Fpq〉 (C.15)
−Dn 〈RxV Gnm, Fpq〉+ 〈RxUxFnm, Fpq〉+ 〈RyVxFnm, Fpq〉 ,
J15npmq = 〈RyGnm, Fpq〉 , (C.16)
J16npmq = 2iBm 〈RUyGnm, Fpq〉+ 2Dn 〈RVyFnm, Fpq〉+ 〈RxUyGnm, Fpq〉 (C.17)
+iBm 〈RyUGnm, Fpq〉+Dn 〈RyV Fnm, Fpq〉+ 〈RyVyGnm, Fpq〉 ,
J17npmq = iBm 〈(UUx + V Uy)Gnm, Fpq〉+Dn 〈(UVx + V Vy)Fnm, Fpq〉 (C.18)
+2
〈
(U2x + UyVx)Gnm, Fpq
〉
,
ou` δnp repre´sente le symbole de Kronecker.
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En e´liminant les coefficients spectraux du terme de pression dans (4.77)-(4.82), on se rame`ne au
syste`me ferme´ constitue´ des trois e´quations (4.85)-(4.86). Les matrices d’interaction Iinpmq sont :
I1npmq = 〈RFnm, Fpq〉+
iBq
Apq




〈RyGnm, Fpq〉 , (C.20)








2Bm 〈RUxFnm, Fpq〉+ 2iDn 〈RVxGnm, Fpq〉+Bm 〈RxUFnm, Fpq〉
+ iDn 〈RxV Gnm, Fpq〉 − i 〈RxUxFnm, Fpq〉 − i 〈RyVxFnm, Fpq〉
)
,





2Bm 〈RUyGnm, Fpq〉 − 2iDn 〈RVyFnm, Fpq〉 − i 〈RxUyGnm, Fpq〉
+ Bm 〈RyUGnm, Fpq〉 − iDn 〈RyV Fnm, Fpq〉 − i 〈RyVyFnm, Fpq〉
)
,




Bm 〈(UUx + V Uy)Gnm, Fpq〉 (C.23)
−iDn 〈(UVx + V Vy)Fnm, Fpq〉 − 2i
〈






〈RxFnm, Fpq〉 , (C.24)
I7npmq = 〈RGnm, Gpq〉 −
Dp
Apq
〈RyGnm, Fpq〉 , (C.25)





2iBm 〈RUxFnm, Fpq〉 − 2Dn 〈RVxGnm, Fpq〉+ iBm 〈RxUFnm, Fpq〉
−Dn 〈RxV Gnm, Fpq〉+ 〈RxUxFnm, Fpq〉+ 〈RyVxFnm, Fpq〉
)
,








2iBm 〈RUyGnm, Fpq〉+ 2Dn 〈RVyFnm, Fpq〉








iBm 〈(UUx + V Uy)Gnm, Fpq〉 (C.28)
+Dn 〈(UVx + V Vy)Fnm, Fpq〉+ 2
〈
(U2x + UyVx)Gnm, Fpq
〉 )
,
I11npmq = − iBm 〈UGnm, Gpq〉 −Dn 〈V Fnm, Gpq〉 , (C.29)
I12npmq = −〈RxFnm, Gpq〉 , (C.30)
I13npmq = −〈RyGnm, Gpq〉 . (C.31)
Les matrices d’interactions sont calcule´es en tenant compte de syme´tries souligne´es par Klaassen
(1983).
Annexe D
Convergence de la me´thode de
Fourier-Galerkin
Dans tous les tableaux qui sont pre´sente´s ici, le symbole ∆• mesure la variation relative de la
grandeur • entre deux cas successifs correspondants aux niveaux de troncature indique´s dans le tableau.
D.1 Vortex de Stuart d’amplitude A = 0.25
N k σr ∆σr
41 1.6 0.23603 -
45 1.6 0.237129 0.46%
51 1.5 0.236987 0.06%
55 1.5 0.237197 0.08%
61 1.5 0.237249 0.02%
Tableau D.1: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ stationnaire T0 (translative ◦).
N k σr ∆σr
41 3.1 0.244024 -
45 3.1 0.244689 0.27%
51 3.1 0.244809 0.05%
55 3.1 0.244933 0.05%
61 3.1 0.245135 0.08%
Tableau D.2: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ stationnaire T i0 (♦).
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Figure D.1: Taux de croissance σr et fre´quence temporelle ω en fonction du nombre d’onde late´ral k pour
des vortex de Stuart d’amplitude A = 0.25. Les niveaux de troncature sont indique´s sur chaque figure.
D.1 Vortex de Stuart d’amplitude A = 0.25 113
N k σr ∆σr
41 4.8 0.247447 -
45 4.5 0.248444 0.4%
51 4.6 0.247498 0.38%
55 4.6 0.247653 0.06%
61 4.6 0.248469 0.03%
Tableau D.3: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ stationnaire T ii0 ().
N k σr ∆σr
41 8 0.157891 -
45 8 0.167669 5.83%
51 8 0.169877 1.30%
55 8 0.174115 2.43%
61 8 0.174857 0.04%
Tableau D.4: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ stationnaire T iii0 (•).
N k σr ∆σr
41 - - -
45 5.3 0.214881 -
51 6.7 0.24997 14.04%
55 6.1 0.250437 0.19%
61 5.7 0.250459 0%
Tableau D.5: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ stationnaire T iv0 ().
N k σr ∆σr
41 - - -
45 - - -
51 - - -
55 7.2 0.207491 -
61 8 0.254034 18.32%
Tableau D.6: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ stationnaire T v0 ().
N k σr ∆σr ω ∆ω
41 3.4 0.207213 - 0.56694 -
45 3.8 0.217859 4.89% 0.588799 3.71%
51 4.1 0.222922 2.27% 0.601387 2.1%
55 4.5 0.225205 1.01% 0.61182 1.7%
61 4.9 0.226654 0.064% 0.620547 1.4%
Tableau D.7: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ oscillante T1 (△).
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Figure D.2: Taux de croissance σr et fre´quence temporelle ω en fonction du nombre d’onde late´ral k pour
des vortex de Stuart d’amplitude A = 0.25. Les niveaux de troncature sont indique´s sur chaque figure.
N k σr ∆σr ω ∆ω
41 2.9 0.191055 - 1.133906 -
45 3.3 0.1968 2.92% 1.174057 3.42%
51 3.6 0.200805 1.93% 1.196463 1.87%
55 4.1 0.204451 1.78% 1.217497 1.87%
61 5.0 0.207849 1.63% 1.227815 0.84%
Tableau D.8: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ oscillante T2 (⊲).
D.2 RKH a` Re = 300 115
N k σr ∆σr ω ∆ω
41 3.2 0.154703 - 1.604725 -
45 3.6 0.174822 11.51% 1.680305 4.5%
51 4.0 0.183608 4.79% 1.732221 3%
55 4.4 0.192845 4.79% 1.770067 2.13%
61 4.8 0.201388 10.9% 1.805099 1.94%
Tableau D.9: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ oscillante T3 (▽).
D.2 RKH a` Re = 300
N k σr ∆σr
35 1.35 0.124665 -
39 1.35 0.125159 0.49%
41 1.35 0.125496 0.27%
45 1.3 0.125788 0.5%
49 1.3 0.125985 0.16%
51 1.3 0.126015 0.02%
55 1.3 0.126125 0.09%
Tableau D.10: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ stationnaire B0 (◦).
N k σr ∆σr
35 0.9 0.072742 -
39 0.9 0.073022 0.38%
41 0.9 0.073169 0.2%
45 0.9 0.073316 0.2%
49 0.9 0.073454 0.19%
51 0.9 0.073487 0.05%
55 0.9 0.073562 0.10%
Tableau D.11: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ stationnaire C0 ().
116 Annexe D



















































Figure D.3: Taux de croissance σr et fre´quence temporelle ω en fonction du nombre d’onde late´ral k pour
des rouleaux de Kelvin-Helmholtz homoge`nes a` Re = 300 et t = 24. Les niveaux de troncature sont indique´s
sur chaque figure.
D.2 RKH a` Re = 300 117



















































Figure D.4: Taux de croissance σr et fre´quence temporelle ω en fonction du nombre d’onde late´ral k pour
des rouleaux de Kelvin-Helmholtz homoge`nes a` Re = 300 et t = 24. Les niveaux de troncature sont indique´s
sur chaque figure.
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Figure D.5: Taux de croissance σr et fre´quence temporelle ω en fonction du nombre d’onde late´ral k pour
des rouleaux de Kelvin-Helmholtz homoge`nes a` Re = 300 et t = 24. Les niveaux de troncature sont indique´s
sur chaque figure.
N k σr ∆σr
35 1.35 0.03072 -
39 1.35 0.029711 0.34%
41 1.35 0.029107 0.21%
45 1.3 0.028242 0.31%
49 1.3 0.027668 0.21%
51 1.3 0.027576 0.33%
55 1.3 0.027351 0.82%
Tableau D.12: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ stationnaire Bi0 (△).
N k σr ∆σr
35 1.45 0.050338 -
39 1.45 0.050873 1.05%
41 1.45 0.051165 0.57%
45 1.45 0.051495 0.64%
49 1.45 0.051734 0.46%
51 1.45 0.051786 0.10%
55 1.45 0.051922 0.26%
Tableau D.13: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ stationnaire Ci0 (♦).
D.2 RKH a` Re = 300 119
N k σr ∆σr
35 1.65 0.009448 -
39 1.65 0.009595 1.53%
41 1.65 0.009738 1.47%
45 1.65 0.009815 0.78%
49 1.65 0.009848 0.34%
51 1.65 0.009852 0.04%
55 1.65 0.009854 0.02%
Tableau D.14: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ stationnaire Cii0 (▽).
N k σr ∆σr ω ∆ω
35 1.65 0.067714 - 0.195293 -
39 1.65 0.067954 0.35% 0.195843 0.28%
41 1.65 0.068342 0.57% 0.195942 0.05%
45 1.65 0.068072 0.4% 0.196027 0.04%
49 1.65 0.068099 0.04% 0.196484 0.23%
51 1.65 0.06828 0.27% 0.196559 0.04%
55 1.65 0.068362 0.12% 0.19667 0.06%
Tableau D.15: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ oscillante B1 (⊲).
N k σr ∆σr ω ∆ω
35 1.15 0.020293 - 0.294587 -
39 1.3 0.024254 16.33% 0.302536 2.63%
41 1.3 0.026747 9.32% 0.304491 0.64%
45 1.35 0.030944 13.56% 0.306453 0.64%
49 1.4 0.033371 7.27% 0.30694 0.16%
51 1.4 0.033752 1.12% 0.307116 0.06%
55 1.4 0.034772 2.93% 0.307002 0.04%
Tableau D.16: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ oscillante B3/2 (⊳).
N k σr ∆σr ω ∆ω
35 1.3 0.022729 - 0.391815 -
39 1.3 0.022828 0.43% 0.391864 0.01%
41 1.3 0.022844 0.07% 0.391924 0.02%
45 1.3 0.022849 0.02% 0.39196 0.01%
49 1.3 0.022858 0.04% 0.391978 0.005%
51 1.3 0.022861 0.01% 0.391972 0.002%
55 1.3 0.022868 0.03% 0.39197 0%
Tableau D.17: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ oscillante Ci1 (∗).
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N k σr ∆σr ω ∆ω
35 0.6 0.05663 - 0.361259 -
39 0.6 0.056669 0.07% 0.361313 0.01%
41 0.6 0.056671 0.004% 0.361373 0.02%
45 0.6 0.056681 0.02% 0.361326 0.04%
49 0.6 0.056668 0.02% 0.36129 0.01%
51 0.6 0.05667 0% 0.361292 0%
55 0.6 0.056674 0% 0.361289 0%
Tableau D.18: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ oscillante C1 (•).
N k σr ∆σr ω ∆ω
35 0.8 0.026846 - 0.735837 -
39 0.8 0.027012 0.61% 0.735876 0.01%
41 0.8 0.027034 0.08% 0.735827 0.01%
45 0.8 0.027042 0.03% 0.735761 0.01%
49 0.8 0.027019 0.09% 0.735798 0.01%
51 0.8 0.02703 0.04% 0.735817 0.003%
55 0.8 0.027032 0.007% 0.735831 0.002%
Tableau D.19: Evolution des caracte´ristiques du mode le plus instable en fonction du niveau de troncature
pour l’instabilite´ oscillante C2 ().
Annexe E
Stabilite´ : divers re´sultats
E.1 RKH a` Re = 600



















Figure E.1: Taux de croissance σr et fre´quence temporelle ω en fonction du nombre d’onde late´ral k pour
des rouleaux de Kelvin-Helmholtz homoge`nes pour Re = 600, t = 24 et N = 45.
Mode k σr ω
mode Bi1 () 2.5 0.010226 0.226261
mode Bi2 (N) 2.05 0.008898 0.324311
mode B3 (◭) 2.1 0.015456 0.559051
mode Civ0 ( ) 2.45 0.005434 0
mode Ci2 (H) 1.85 0.02067 0.852978
mode C3 (◮) 1.55 0.0191 1.266541
Tableau E.1: Caracte´ristiques du mode le plus instable des branches peu amplifie´es non re´fe´rence´es dans le
chapitre 4. Ces modes 3D correspondent a` l’e´tude de stabilite´ des rouleaux de Kelvin-Helmholtz homoge`nes
avec Re = 600, t = 24 et N = 45. Les labels des modes correspondent a` ceux pre´sents sur les figures E.1.
Le bruit caracte´rise´ par les de´formations a` petites e´chelles des contours d’e´nergie des trois modes de
tresse indique une sous re´solution spatiale. Il faudrait augmenter le niveau de troncature pour obtenir
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Figure E.2: Contours d’iso-e´nergie des modes correspondant aux branches tre`s peu amplifie´es pour les
rouleaux de Kelvin-Helmholtz homoge`nes avec Re = 600, t = 24 et N = 45. Les labels, les noms et les
nombres d’onde correspondant a` la figure 4.12 sont reporte´s sur chaque figure.
une structure plus lisse. Les diffe´rents calculs ont montre´ que les perturbations pre´sentant des faibles
de taux de croissance ont une convergence plus lente. De plus, les modes dont l’e´nergie est concentre´e
dans la tresse ont une convergence moins rapide que les modes de coeur. Cette diffe´rence est logique
dans la mesure ou` les rouleaux de Kelvin-Helmholtz pre´sentent les gradients de vitesse les plus forts
au niveau de la tresse. C’est donc cette zone de l’e´coulement qui ne´cessite la re´solution spatiale la plus
grande et donc un niveau de troncature plus e´leve´.
E.2 RKHDV a` Cρ = 0.05 et Re = 600 123
E.2 RKHDV a` Cρ = 0.05 et Re = 600
Cette partie pre´sente les diffe´rentes instabilite´s de´termine´es et non mentionne´es dans le corps
principal du me´moire. Elles sont se´pare´es en deux cate´gories pour en simplifier la pre´sentation : les
branches dites homoge`nes qui sont de´ja` pre´sentes a` Cρ = 0 et les modes oscillants bidimensionnels les
plus amplifie´s. Tous ces re´sultats proviennent du calcul re´alise´ avec N = 45. Tous les champs d’e´nergie
pre´sente´s ici sont adimensionnalise´s pour que K˜ soit unitaire pour la norme associe´e au produit scalaire
(4.76). L’incre´ment est e´gal a` K˜max/10. De meˆme, les champs de vorticite´ ω˜z (respectivement densite´ ρ˜)
sont calcule´s pour avoir une norme de l’enstrophie (respectivement de la densite´) unitaire. L’incre´ment
de vorticite´ est e´gal a` (ω˜z,max − ω˜z,min)/10 et celui de densite´ a` (ρ˜max − ρ˜min)/10.
E.2.1 Modes homoge`nes









k = 2.15 








k = 1.45 
Ci0 









k = 1.7 









k = 2.2 
Figure E.3: Contours d’iso-e´nergie des modes homoge`nes stationnaires des RKHDV avec Cρ = 0.05, Re =
600, t = 24 et N = 45. Les labels, les noms et les nombres d’onde correspondant a` la figure E.4 sont
reporte´s sur chaque figure.
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Figure E.4: Taux de croissance σr et fre´quence temporelle ω des branches homoge`nes en fonction du nombre
d’onde late´ral k pour les RKHDV avec Cρ = 0.05, Re = 600, t = 24 et N = 45.








































Figure E.5: Contours d’iso-e´nergie des modes homoge`nes oscillants des RKHDV avec Cρ = 0.05, Re = 600,
t = 24 et N = 45. Les labels, les noms et les nombres d’onde correspondant a` la figure E.4 sont reporte´s.
E.2 RKHDV a` Cρ = 0.05 et Re = 600 125


















































Figure E.6: Contours d’iso-e´nergie des modes homoge`nes oscillants des RKHDV avec Cρ = 0.05, Re = 600,
t = 24 et N = 45. Les labels, les noms et les nombres d’onde correspondant a` la figure E.4 sont reporte´s
sur chaque figure.
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E.2.2 Modes oscillants 2D






























Figure E.7: Contours (a) d’iso-e´nergie, (b) de vorticite´ et (c) de densite´ pour le mode oscillant M22D des
RKHDV avec Cρ = 0.05, Re = 600, t = 24 et N = 45. Le label de la figure E.4 y est reporte´.
Mode σr ω
mode M12D () 0.040111 7.827175
mode M22D (H) 0.040053 6.982037
mode M32D (N) 0.028218 8.780558
mode M42D (•) 0.020711 7.190056
mode M52D () 0.020628 5.519348
mode M62D (⋆) 0.01766 9.897723
mode M72D (◭) 0.01622 8.009649
mode M82D (◮) 0.014113 6.451632
mode M92D (×) 0.012349 5.718991
Tableau E.2: Caracte´ristiques du mode le plus instable des branches 2D de la figure E.8 non re´fe´rence´es
dans le chapitre 5.
E.2 RKHDV a` Cρ = 0.05 et Re = 600 127




















Figure E.8: Taux de croissance σr et fre´quence temporelle ω des principaux modes oscillants 2D en fonction
du nombre d’onde late´ral k pour les RKHDV avec Cρ = 0.05, Re = 600, t = 24 et N = 45.






























Figure E.9: Contours (a) d’iso-e´nergie, (b) de vorticite´ et (c) de densite´ pour le mode oscillant M32D des
RKHDV avec Cρ = 0.05, Re = 600, t = 24 et N = 45. Le label de la figure E.4 y est reporte´.
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Figure E.10: Contours (a) d’iso-e´nergie, (b) de vorticite´ et (c) de densite´ pour le mode oscillant M42D des
RKHDV avec Cρ = 0.05, Re = 600, t = 24 et N = 45. Le label de la figure E.4 y est reporte´.
E.2 RKHDV a` Cρ = 0.05 et Re = 600 129






























Figure E.11: Contours (a) d’iso-e´nergie, (b) de vorticite´ et (c) de densite´ pour le mode oscillant M52D des
RKHDV avec Cρ = 0.05, Re = 600, t = 24 et N = 45. Le label de la figure E.4 y est reporte´.
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Figure E.12: Contours (a) d’iso-e´nergie, (b) de vorticite´ et (c) de densite´ pour le mode oscillant M62D des
RKHDV avec Cρ = 0.05, Re = 600, t = 24 et N = 45. Le label de la figure E.4 y est reporte´.
E.2 RKHDV a` Cρ = 0.05 et Re = 600 131






























Figure E.13: Contours (a) d’iso-e´nergie, (b) de vorticite´ et (c) de densite´ pour le mode oscillant M72D des
RKHDV avec Cρ = 0.05, Re = 600, t = 24 et N = 45. Le label de la figure E.4 y est reporte´.
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Figure E.14: Contours (a) d’iso-e´nergie, (b) de vorticite´ et (c) de densite´ pour le mode oscillant M82D des
RKHDV avec Cρ = 0.05, Re = 600, t = 24 et N = 45. Le label de la figure E.4 y est reporte´.
E.2 RKHDV a` Cρ = 0.05 et Re = 600 133






























Figure E.15: Contours (a) d’iso-e´nergie, (b) de vorticite´ et (c) de densite´ pour le mode oscillant M92D des
RKHDV avec Cρ = 0.05, Re = 600, t = 24 et N = 45. Le label de la figure E.4 y est reporte´.
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E.3 RKHDV a` Cρ = 0.25 et Re = 600
E.3.1 Modes homoge`nes
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Figure E.16: Contours d’iso-e´nergie des modes homoge`nes stationnaires des RKHDV avec Cρ = 0.25,
Re = 600, t = 24 et N = 35. Les labels, les noms et les nombres d’onde correspondant a` la figure E.17
sont reporte´s sur chaque figure.
Mode k σr ω
mode B0 (◦) 1.75 0.132296 0
mode B1/2 (N) 2.55 0.074636 0.13524
mode B1 (⊲) 3.35 0.085159 0.222428
mode B3/2 (⊳) 2.25 0.054799 0.359282
mode B3 (◭) 2.6 0.028805 0.582631
mode Bi0 (△) 2.75 0.073589 0
mode C0 () 0.95 0.088866 0
mode C1 (•) 0.55 0.064877 0.359155
mode Ci0 (♦) 1.6 0.069713 0
mode Ci1 (∗) 1.6 0.052375 0.448574
Tableau E.3: Caracte´ristiques du mode le plus instable des branches homoge`nes de la figure E.17.
E.3 RKHDV a` Cρ = 0.25 et Re = 600 135

















Figure E.17: Taux de croissance σr et fre´quence temporelle ω des branches homoge`nes en fonction du
nombre d’onde late´ral k pour les RKHDV avec Cρ = 0.25, Re = 600, t = 24 et N = 35.
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Figure E.18: Contours d’iso-e´nergie des modes homoge`nes oscillants des RKHDV avec Cρ = 0.25, Re =
600, t = 24 et N = 45. Les labels, noms et nombres d’onde correspondant a` la figure E.17 sont reporte´s.
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Figure E.19: Contours d’iso-e´nergie des modes homoge`nes oscillants des RKHDV avec Cρ = 0.25, Re =
600, t = 24 et N = 35. Les labels, les noms et les nombres d’onde correspondant a` la figure E.17 sont
reporte´s sur chaque figure.
E.3.2 Modes oscillants 2D
Mode σr ω
mode M12D () 0.172593 5.632598
mode M22D (H) 0.159408 6.57547
mode M32D (N) 0.15168 4.895271
mode M42D (•) 0.151686 4.169191
mode M52D () 0.117706 3.572652
mode M62D (⋆) 0.110827 7.766236
mode M72D (◭) 0.095315 3.014245
mode M82D (◮) 0.0766236 3.806233
mode M92D (×) 0.066134 4.420985
Tableau E.4: Caracte´ristiques du mode le plus instable des branches 2D de la figure E.21 non re´fe´rence´es
dans le chapitre 5.
E.3 RKHDV a` Cρ = 0.25 et Re = 600 137






























Figure E.20: Contours (a) d’iso-e´nergie, (b) de vorticite´ et (c) de densite´ pour le mode oscillant M12D des
RKHDV avec Cρ = 0.25, Re = 600, t = 24 et N = 35. Les label de la figure E.17 y est reporte´.




















Figure E.21: Taux de croissance σr et fre´quence temporelle ω des principaux modes oscillants 2D en fonction
du nombre d’onde late´ral k pour les RKHDV avec Cρ = 0.25, Re = 600, t = 24 et N = 35.
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Figure E.22: Contours (a) d’iso-e´nergie, (b) de vorticite´ et (c) de densite´ pour le mode oscillant M22D des
RKHDV avec Cρ = 0.25, Re = 600, t = 24 et N = 35. Le label de la figure E.17 y est reporte´.
E.3 RKHDV a` Cρ = 0.25 et Re = 600 139






























Figure E.23: Contours (a) d’iso-e´nergie, (b) de vorticite´ et (c) de densite´ pour le mode oscillant M32D des
RKHDV avec Cρ = 0.25, Re = 600, t = 24 et N = 35. Les label de la figure E.17 y est reporte´.
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Figure E.24: Contours (a) d’iso-e´nergie, (b) de vorticite´ et (c) de densite´ pour le mode oscillant M42D des
RKHDV avec Cρ = 0.25, Re = 600, t = 24 et N = 35. Les label de la figure E.17 y est reporte´.
E.3 RKHDV a` Cρ = 0.25 et Re = 600 141






























Figure E.25: Contours (a) d’iso-e´nergie, (b) de vorticite´ et (c) de densite´ pour le mode oscillant M52D des
RKHDV avec Cρ = 0.25, Re = 600, t = 24 et N = 35. Les label de la figure E.17 y est reporte´.
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Figure E.26: Contours (a) d’iso-e´nergie, (b) de vorticite´ et (c) de densite´ pour le mode oscillant M62D des
RKHDV avec Cρ = 0.25, Re = 600, t = 24 et N = 35. Les label de la figure E.17 y est reporte´.
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Figure E.27: Contours (a) d’iso-e´nergie, (b) de vorticite´ et (c) de densite´ pour le mode oscillant M72D des
RKHDV avec Cρ = 0.25, Re = 600, t = 24 et N = 35. Les label de la figure E.17 y est reporte´.
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Figure E.28: Contours (a) d’iso-e´nergie, (b) de vorticite´ et (c) de densite´ pour le mode oscillant M82D des
RKHDV avec Cρ = 0.25, Re = 600, t = 24 et N = 35. Les label de la figure E.17 y est reporte´.
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Figure E.29: Contours (a) d’iso-e´nergie, (b) de vorticite´ et (c) de densite´ pour le mode oscillant M92D des
RKHDV avec Cρ = 0.25, Re = 600, t = 24 et N = 35. Les label de la figure E.17 y est reporte´.
